Miihazirse 1
Tenzorlara dair sada nimunalar

Tutaq ki, V -R haqiqgi adadlar meydani Gzerinda n- 06lgull vektor fazadir,
Eli=Ln, -bu fezanin misyyen bazisidir. wvxeV vektoru Ggln
X =x'g +---+x"g, = x'g; aynhgl, diger {¢,} bazisi U¢lin ise
é.i’ = Aii’éi
kecid disturu dogrudur, burada (N,)— kecgid matrisi olub geyri-maxsusidir,
i— toplama, yaxud «Eynsteyn» indeksidir. ©ger x vektorunun x=x'g,
ayriligi da malumdursa, onda
X' =AX (1)

cevirmasi yazilir, burada (AJ')— (Aii,) kecid matrisinin ters matrisidir. (1)
cevirmasina vektorun koordinatlarinin gevirme qanunu deyilir.

2. Vektor arqumentli «:V — R skalyar funksiyasi:

1) vx,yeV Ugln

a()?+ V)z a()?)+ a(y);
2) vxeV,vieV UgUN
a(A%) = 1-a(X)

sortleri 6denildikde xatti funksiya adlanir. Masalen, vx eV, % = x'é, vektoru
Uglin a(X)=x"+x* +x*> qaydasi ile tasir eden « funksiyasi xatti funksiyadir.

V vektor fozasinda tesir edan bitln xatti funksiyalar ¢coxlugunu v~
ilo isare edak. V* coxlugunda toplama ve adada vurma amalleri bu
gayda ile daxil edilir:

1) Va,BeV™,vXeV UgUN

(o + B)X) = a(X)+ B(R)
2) VYaeV*,vXeV,VieR UgUN
(Aa)X)=1-a(X).

Bu eamaller vV* goxlugunu kovenktor foza adlanan vektor fazaya cgevirirlor.
V ve V* fozalarl qosma fezalardir. V* kovektor fazasinin elementlarini
kovektorlar adlandiririrlar ve a, By kimi igara olunurlar. vgeV®

kovektoru tgln
o ZQ‘,(éi)ai =1n
adadleri a kovektorunun {g} bazisinde koordinatlari adlanir.
V* kovektor fazasinin
e'(&)= o/
sortini ddayan {gj},jzl,_n bazisine {g} bazisi ile garsiligh (qosma) olan
bazis deyilir, burada &) — Kroneker simvoludur:



5 — 0, j=#i,
YL =i

a kovektorunun {g } ve {g, } bazislerindaki «; ve «; koordinatlar arasinda
asagidaki slaga dogrudur:
a = al&)= Q.(Aii’éi ): A al§)= A,
ve ya
a, = Na;.

Mihazirs 2
Tenzorun koordinatlarla tayin olunmasi
Ferz edsk ki, ixtiyari teT vV tenzoru verilmigdir, burada Vv -n-0lgull

vektor fozadir. v vektor fezasinin her hansi {g },i =1,2....,n, bazisini gotiirek
va bu bazisle gosma olan bazisi {gj } j=12,..,n, ilo isars edak.

Torif. t tenzorunun {g} bazisindsaki koordinatlar asagidaki qayda
ile tayin olunan adadler sistemina deyilir:

0l tfe, 5, o000
1 Iq 1 q’~ >

1<i, <nl<j, <na=12..0b=12..p oldujuna gére te TPV tenzorunun |

bazisindaki koordinatlarinin sayl n?*% adadina barabaerdir.
Bir bazisdan digerine kecdikda tenzorun koordinatlari dsyigir. Bu
dayigsmenin xarakterini miayyan edsk. Tutaq ki, v vektor fezasinin {g,}

bazisinden ferqli diger {g,} bazisi verilmisdir. {&,} bazisinin gosma olan

bazisini {g’} ilo isare edek. teT/V tenzorunun {g} bazisindaki
koordinatlari asagidaki ifadeya malikdirler:

g =t(é_,,...,e el el j (1)
i -+l iy iqg = =
Malumdur ki, {¢} bazisinden {,} bazisine ve {gj} bazisinden {g‘}
bazisina kegid uygun olaraq,
& = Aii'éi ) (2)
e/ =Al'e] (3)
dusturlan ila verilir. (1) barabaerliyinin sag terafinds (2), (3) dusturlarini ve
xattilik sartlerini nazere alaq:
g :t(Ail,é- INCAUY Y. A.j”,ejp) =
B A el LA e ]

it ++ig if a0

i i i io of= a . )
:Aill, ...AQ,Alel AP t(eil,...,ei ,en,‘_',ejp):

i Ip q’°= =

b

= Al LAl Al LA e
i iq 1 ip g

ve ya



(e Al A AT L pde (4)
e TR B g B

iy +++ig i i Jp g
(4) dusturlanina bir vektor bazisinden digerine kegdikde (p.q) tipli
tenzorun koordinatlarinin ¢evirme ddsturlari deyilir. (4) dusturlarindan
aydin olur ki, te TV tenzorunun koordinatlari

th=Al't]
gaydasi, yani vektorun koordinatlarinin ¢evirma ganunu ile (bax muhazire
2, (1) dusturu), teT’v tenzorunun koordinatlari ise

ti’:Aii’ti
gaydasl, yani kovektorun koordinatlarinin ¢evirma qanunu ila (bax
muihazirs 1, (2) disturu) dayisirler. Buradan (1,0) tipli tenzorun vektor,

(0,1) tipli tenzorun ise kovektor olmasi bilavasite alinir.

Mihazira 3
Tenzorun invariant tayin olunmasi
Tutaq ki, V- R haqiqi adadlar meydani Uzarinde n-0lgullu vektor
fozadir, v* ise Vv vektor fozasina qosma olan kovektor fazadir. q sayda

V,,....v, eV vektor ve p sayda 7',...,n° ev* kovektor arqumentlarinden

asili olan skalyar
2 =40} Vg7 st ?) (1)
funksiyasini tayin edak. (1) funksiyasi arqumentlarinin har birina nazaren

xattilik sartlerini 0dadikda polixatti funksiya adlanir. Masalen, 1-ci vektor
argumentina gora xattilik sertleri bela yazilir:

AR e L L) 1 /00 A A0 L L

P10 Vg )

t(k 'VI,V2,...,vq,i,...,ﬁ): k . t(vl,vZ,...,vq ,n_l',...,ﬂ)
(1) polixatti funksiyasina hamginin v vektor fezasi lizarinde tipi (p.q) olan
(p=0,0>0), yaxud pdafe kontravariant ve gqdafa kovariant tenzor deyilir.
s=p+q odadi tenzorun valentliyi adlanir. Masalen, valentliyi 2 olan
tenzorlar (2,0),(0,2) va (1,1) tipli tenzorlardir. Tenzorlara dair nimunalare
baxaq.

1) (1,0) tipli t(nj tenzoru v vektor fazasinin vektorudur.

-
=

2) (0,1) tipli t(v,) tenzoru V* kovektor fezasinin kovektorudur.



3) (1,1) tipli tenzor t(v.) polixatti funksiyasi ile verilir ve afinor

adlanir.
vV vektor fezasi Uzarinde teyin olunan butin (p,q) tipli tenzorlar

goxlugu TPV ile isare olunur.

Mihazirs 4
Tenzorlarin xatti fozasi
Tenzorlar Uzarinda aparilan amallari geyd edak.
1°. t,t,eTPV -V vektor fezasi (zerinde verilmis tenzorlardirsa,

onda bu tenzorlarn t, +t, comi
(AR AR A L) B R A DL
TN AR ALY
disturu ile tayin olunur, burada v,,....v, eV, 7'.....7" eV".
Qeyd. Yalniz eyni tipli tenzorlari toplamaqg mumkuinddr.
2°. teTPV -V vektor fezasi Ulzerinds verilmis tenzor, k ixtiyari
haqiqgi @deddirse, onda t tenzorunun k adadina k-t hasili
(k- O,V 17 ) = KA Vg )
disturu ils teyin olunur, burada v,.....%, €V, 7',....n" eV".

Gorunduyu kimi, tenzorun adada hasili zamani tip deyismir.
Asanligla yoxlamaq olur ki, TV goxlugu (p,q)tipli tenzorlarin toplanmasi

ve adada hasili amallerina gore vektor foza ve ya xatti foza teyin edir.

Miahazira 5
Tenzorlar Gzarinda cabri amallar. Xatti kombinasiya va biikiilma
1° eTV,t, eT 2V -V vektor fezasi Uzsrinda verilmis tenzorlardirsa,
onda bu tenzorlarin t, ®t, hasili
(TS A AR A LI LI LA Loy
=t, (\71,...,\7ql ,i,...,g P )-t2 (vql+1"“’\7ql+Q2 Y Pt peees 1] Pr+P2 ),

burada v, eV,a=12,...q,+0,,7° eV ",b=12..,p, + p,.

Gorlndayd kimi, t, ®t, -(p, + p,,q, +q,) tipli tenzordur.
Tenzorlarin hasili emalinin agagidaki xassalari vardir:
a) t, ®t, ®t;)=(t, ®t,)®ty;
b) (t, +1,)®t, =t, ®t; + 1, Oty;
o) (kt,)®t, =t, ®(kt,)=k(t, ®1,).



Qeyd. Tenzorlarin hasili emali yerdeyisma (kommutativ-lik)
xassasina malik deyil, yani
t, ®t, #t, ®t,.
2°. Tutaq ki, te TV -V vektor fozasi Uizerinds verilmis tenzordur ve
p>0,g>0. t tenzorunun m sayh vektor ve k sayli kovektor
arqumentlerine gbra blkilmesi dedikde asa-gidaki kimi tayin olunan
tr teT 'V tenzoru basa dusulur:

trmt(Vl ,...,Vq_l,g ,...,Q ):
_ _ N . 1 i k+l p-1
=t(Vla---an_neian+1a-~-»Vq—1aQ e T] ,€.,7 sees 1] )

burada {§},i=12,.,n-V vektor fezasinin bazisidir, {gj}— onunla gqosma

olan bazisdir ve i toplama indeksi olbugundan bu indeksa goéro
comlema aparilir. Aydindir ki, bukulma emali vektor ve ya kovektor
arqumentlerinden har hansi biri qurtarana qgadar ardicil olaraq aparila
biler.

k-1

Mihazirs 6
Tenzor hasili. Simmetrikloagma va ¢ap-simmetrikloagma
Tutaq ki, s,-q deraceli svaezlemsler qrupudur. S, qrupunun TV

q
tenzorlar fazasinda tasirini
Voe S VtETOV O‘t(Vl, . q) t(\?a(l) eV (q))

dusturu ile teyin edirik.
teT,V tenzorunun simmetriklosmasi dedikde asagidaki kimi teyin

olunan symte T,V tenzoru basa digllur:

Symt:l > ot.

q €Sy

Masalen, te T,V tenzorunun simmetriklogmasi
Symt(V,W):%(t(v,v”v)ﬂ(w,v))
soklinde, he TV tenzorunun simmetriklasmasi isa

lh(h(v Wi, 0 )+ h(wW, T,V )+ h(d, v, w)+

soklinda aparilir.

Qeyd edsak ki, simmetriklosma oamali vektor ve kovektor
arqgumentlerinin bir grupuna da tetbiq oluna biler. Masalen, teT}v
tenzorunun 1-ci va 3-cU vektor arqumentlerine gore simmetriklasmasi
bels yazilir:



sym,  t{v, W, ., g) ((\7 W, 0,7, &+ (0, W, 9,7, ¢)

Torif. teT,V tenzoru VO‘ESp avoezlomasi Ugun ot=t sortini
odedikde simmetrik tenzor adlanir. Terifden aydin olur ki, agar teT,V -
simmetrik tenzordursa, onda Symt=t. Diger terefden, teT’V tenzoru
ugln Sym,,t=t yaziligi onu gosterir ki, bu tenzor 1-ci ve 3-cu vektor
arqumentlarina gore simmetrikdir.

6°. o e$, avazlemssinin igaresini Sgno ile isare edsk. Aydindir ki,
Sgno cut evezlemaler uUcun 1-9, tek avezlemaler Ugun ise -1-8
barabardir.

teTqOV tenzorunun ¢ep-simmetriklosmasi , yaxud alternasiyasi

asagidaki kimi tayin olunan Alte T,V tenzoru na deyilir:
Alt=L ¥ Sgn o (ot).
q!O'ESq

Terifden gorunir ki, te TV tenzorunun gap-simmetriklosmasi
AlI(7, W) = %(t(v,w)—t(w,v))

soklinde, he TV tenzorunun ¢ap-simmetriklogsmasi isa
1

Alt(V,W,0) = 3
W)-

—(h(V, W, Td)+ h(W,d,V)+ h(d,v,w)—
—h(W,v,d)-h(v,d,

h(d, w,v)
soklinda aparilir.
Cap-simmetriklogsma amalini de vektor ve kovektor arqumentlarinin
bir grupuna tatbig etmek mimkindir. Mesalan, t<TV tenzorunun 2-ci

ve 3-cu vektor arqumentlerine gora gep-simmetriklegmesi bele yazilir:
_ 1 -
Torif. teTqOV tenzoru voe Sp evezlem93| ugln Sgno-ot=t sortini

odedikde ¢ap-simmetrik tenzor adlanir. Terife goére, ager teT,V - ¢ap-

simmetrik tenzordursa, onda Alt=t. Asanligla yoxlamaq olar Kki,

simmetrik  tenzorun alternasiyasi ve ¢ep-simmetrik tenzorun
simmetriklesmasi sifra barabardir.

él

Mihazira 7
Metrik tenzor. indekslerin endirilmasi va galdiriimasi
Tutaq ki, R meydani Gzarinda teyin olunmus n-olgiuli V vektorlar
fozasi verilmisdir, V™ isa uygun kovektor fozasidir.



Torif. V vektorlar fazasi tzarinda tayin olunmus metrik ve ya asas
tenzor dediukde asagidaki xasselere malik geT,(V) tenzoru basa
dusalar:

1) g simmetrik tenzordur, yani g; =g;;

2) g tenzorunun koordinatlarindan dizalan matris geyri-mexsusidir,
yoni det(g;) #0.

2) sorti gosterir ki, (g;) matrisinin tersi vardir. Ters matrisin
elementlari asagidaki miinasibati 6dayirlar:

g;9" =5/ :{:),,T(;Ii' (1)
(1) baraberliyinden muayyen olunur ki, g* kemiyystlori (2,0) tipli tenzor

toyin edirler. Bu tenzora metrik tenzorun ters tenzoru deyilir. Metrik
tenzor ve onun taers tenzoru indekslarin endiriimasi ve qaldinimasi
amallarini aparmaga imkan verirlor.

Tutaq ki, VX eV,X =x'g, vektoru verilmisdir. Asagidaki gayda ile n
sayda X; haqiqi adadlarini teyin edak:
X, =0;Xx".
Bu halda deyirler ki, i indeksi endirilmisdir.
Va eV, a; = a(€) kovektoruna baxaq. Asagidaki qayda ile n sayda
a' haqiqi adadlerini tayin edak:
a'=9'a,.
Bu halda deyirler ki, i indeksi galdiriimisdir.

Miihazira 8
Cop-simmetrik tenzorlar fazasi

Simmetriklosma va alternasiya amallerini tayin etmak ugln eyni xarakterli
dayisanlara malik polixatti funksiyalar gétirmak lazimdir. Masalan, t(X,y)
bixetti funksiyasina baxaq. t(y,%x)-in de bixatti olacagi ve tmumi halda
t(X,y) = t(y,X) olacagi askardir. Yeni

t'(X, ) = (X, V) + w@t(V,%), A, uecR (1.35)
bixatti funksiyasini teyin edak (bunu yoxlayin). Belslikle, 2 vo u-ya
muxtelif qgiymatler versoek, sonsuz sayda yeni tenzorlar alnar. Bu

tenzorlardan birini ;t:;z:% gobul etmakla sec¢a bilarik. Alinan bixatti



funksiyaya uygun galen tenzora t(%,y) tenzorunun simmetrikloagmasi
deyilir va Simt saklinda yazilir. Terifdan alnir ki,

Simt(X, y) = %(t(i, y)+1(Y,X)).

Dayisanlerin  sayr 3-o berabar olduqda, masalen, t(X,V,7)
tenzorunun simmetriklagsmasi

Simt(X,y,2) = %(t()?, V,2)+t(Y,Z,X)+t(Z,X,y) +

+t(V,X,2)+t(X,Z,¥) +1(Z, y,X))
saklinda yazilir. (1.35) tenzorlarindan birini ise ﬂz—,uzzl! gabul etmakls,
yoni

STCCRIRIOA )
soklinda sesa bilarik. Buna uygun galan tenzora iss t(%,y) tenzorunun ¢ap-

simmetriklogsmasi ve ya alternasiyasi deyilir ve Altt(x,y) kimi isare olunur.
Belalikls,

S .
Altt(X,y) = E(t(x’ y) —t(y,X))
yazilir. Oxsar qayda ile,
Altt(X,y,7) = ;(t(?, V. D)+, Z,X)+(Z,X, ) -
- t(ya )_(.a Z) - t(ia Za y) _t(za ya X))
soklinde yaza bilerik, burada “+” ve “*
sistemindaki permutasiyalarin isarslaridir.
Simmetrikleasma va alternasiya amalleri v(0,p) ve ya v(q,0) tipli

tenzorlar Ggiin do oxsar qayda ile tatbiq edilir. Bazi hallarda bu amalleri
bitin dayisanlar ticiin deyil, onlarin bir qrupu Ggun aparilir. Masalen,

Altt(X,V,7) = %(t(i, y,2)—t(Z,¥,X))

oldugunu yaza bilarik, burada y simvolikasi onu gosterir ki, y vektoru
Altt amalina daxil deyildir.
Torif 1.4.2. oger Simt=t(Altt=t) olarsa, onda t tenzoruna
simmetrik (¢cap-simmetrik) tenzor deyilir.
Masalan, (0,2) tipli tenzorun simmetriklik sarti
t(X, ¥) =t(y, %) (1.36)
saklindadir. Dogrudan da, (1.36) barabarliyina gore,

Simt(X, y) = %(t(i, Y)+1(Y. %) =X, Y)

isaralari X,y,Z dayisanler

olur. Tersine,



Simt(X, y) =t(X,y)
barabarliyinden
t(X,y) = Simt(X, y) = Simt(y,X) =t(y,X)
naticasina galmis olurugq.
Eyni qayda ile (0,2) tipli tenzorun ¢ap-simmetriklik sarti

(X, y) = —t(y,X) (1.37)
kimi yazilir. (0,3) tipli tenzorun simmetriklik ve ¢ap-simmetriklik sartlori
ise, uygun olaraq,

t(X,y,2) =t(¥,Z,X) =t(Z,X,y) =
=t(y,%X,2) =t(X,Z, ) =t(Z,,X) (1.38)
Vo
t(X,V,2) =t(¥,Z,%) =t(Z,%, V) =
=—t(V,%,2) =—t(X,Z,¥) = —t(Z,y,X) (1.39)
soklindadir.
Muhazire 9

Xarici diferensial formalar cabri

Afin fezanin U c A" oblastinda xarici diferensial p- forma dedikde
U oblastinda teyin olunmus p daracali xarici formalarin a)x(vl,...,vp)
meydani basa dugulur. Koordinatlarda

0= Yot (KR AE"

ve ya T,A fezasinda bazis kovektorlarini dx' kimi isare etmak gabul
olundugundan

a)=Za).l--,ip(x)dxilA---Adxi" (2.1)

yazilisi dogrudur.

Xususi halda, skalyar meydana sifir deracali forma kimi
baxiimalidir. o=a(x)dx' xarici diferensial 1-formasina (yeni kovektor
meydanina) Pfaf formasi da deyilir. Xarici formalar Gzerinde aparilan

batin amallar tebii olaraq afin fezada xarici diferensial formalara tatbiq

olunur ve bu amallar nogtalar Uzra aparilir.



Miihazira 10
Xarici diferensiallama amali
Xarici diferensial formalar Uzarinde yeni bir amal-xarici diferensiallama

aparilir. Xarici diferensiallama xarici p-forma-ya (p+1)-formani qgargi
goyan el d:w — dw inikasina deyi-lir ki:
a) d - K -xatti inikasdir:
d(Aw + u0)=dw + 1o
b) ¢ funksiyasi Ugun d¢ xarici diferensiall adi difensialla Ust-Usta
dusur;
c) ©ger o-p-forma, 6-q-formadirsa, onda
d(wA8)=dwAd +(-1)PwAdd;
d) Istanilen o formasi Ggiin
d’w=0.
Bu xassaler xarici diferensiallamani buttnlikla xarakterize edir. Tarifden

aydin olur ki, lokal gakilds, yani koordinatlarda

do =Y da, i (X)dx" A~ Adx".

do=0 olduqda o qapal xarici diferensial forma adlanir. ©ger
o=d6 sortini ddeyan ¢ xarici formasi vardirsa, deyacoayik ki, » daqiq
xarici diferensial formadir. d) xassesi onu gostarir ki, istanilon daqiq
diferensial forma gapalidir.
Misal 1. A? mistevisi lizerinda verilmis
o = P(x,y)dx+ Q(x, y)dy

xatti diferensial formasi Ugun yaza bilerik:

dw = dPAdx + dQAdy = (@ - @jdxz\dy.
ox oy
: . . . 9Q oP
dw-daracasi 2 olan xarici diferensial formadir. Aydindir ki, 525

oldugda « qapall formadir.



Misal 2. Tutaq ki, o-3-0lclli psevdo-Evklid fezada xarici 2-
formadir:
@ = w,dX AdX? + 30X AdX® + wy;dx*Adx’.
Xarici diferensiallamagla alariq:

Muhazirs 11

Tenzor meydanlari, onlarin diferensiali. Kommutator

Tutaq ki, V-K meydani Uzarinds vektor fezadir vo A-AB.C...
elementlerine malik olan coxlugdur. A ¢oxlugunun elementlarini néqgtalar
adlandiraq. ©ger har bir nizamlanmis (A,B)e AxA elementler cutlns
asagidaki sertlerin 6denilmasi ile v=ABeV vektorunu garsi qoyan AxA
—V inikasl verilorse, deyacayik ki, A— K meydani uzarinds afin fozadir:

1) listenilean AcA nogtesi ve istenilon veV vektoru Ugin els
yegana BeA noqtesi vardir ki, v=AB.

2) isteniloan A,B,C e A noéqtsleri ticlin Sall minasibati dogrudur:

AB+BC +CA=0.
dimV =n olduqda afin feza n-06l¢ulu gabul olunur ve A" kimi isare edilir.
v — A" afin fezasi Ggun yonaldici vektor faza adlandirilir.

Ixtiyari qaydada secilmis O0<A ndqgtesini geyd edsk. Bu halda
VAeA nogtesi Ugun bu nodgtenin radius-vektoru adlandi-rilan
x = OAvektoru birgiymatli tayin olunur. v-de ¢} bazi-sini segmakle
x=x'e, ayriligini alarig. x'edadlerine A(x) ndgte-sinin {0.e} reperinds afin
(ve ya dekart) koordinatlari deyilir.

Vv yonaldici vektor fazasl psevdo-Evklid vektor fazasi ol-duqda A —
afin-psevdo-Evklid (ve ya psevdo-Evklid) fazasi adlandirilir.

A" afin fezasinin noéqgtesinde T, toxunan fazasi baslangi-ci bu
nogtads olan butun vektorlarin amala gatirdiyi eyni olgult
vektor fezadir. Muxtelif nogtelerdeki toxunan fezalar 6z aralarin-da
paralel kogurma vasitasile tabii olaraq eynilagdirila biler.

Ue A" oblastini naezarden kegirok. ©gar U oblastinin har bir
nogtasine bu nogtadeki toxunan fezada (p,q) tipli tenzo-ru qarsi qoyan
x - t,inikasl verilorss, deyaceayik ki, U oblastin-da (p,q) tipli t tenzor

meydani verilmigdir. Basqa so6zle, bu hal-da arqumentleri T, va T,



fozalarindan olan ve ham de ndgtanin seciminden asili olan polixatti
funksiyaya baxilir. Masalen, p=1,
q=2 olduqda t,(£,u,v) polixatti funksiyasi tayin olunur. 8ger {0,¢;}- A"-ds
dekart reperdirsa, onda

t, :tijk(xl,...,x”)iiujvk. (1.1)
U oblastinda verilmis t‘jk(x) funksiyalarina tenzor meydaninin koordinatlari
deyilir. ©ger tj,(x) funksiyalari C*sinfinden olan hamar funksiyalardirsa,

deyacayik ki, t-cC*sinfinden olan ha-mar tenzor meydanidrr.
t}k = const olduqda , tenzor meydani sabit tenzor meydani adlanir.

Tenzorlar Uzerinde aparilan amealler tabii olarag noqteler Uzre
aparilmagla tenzor meydanlarina tatbiq edilir. Masalan, eyni tipli t voe s
tenzorlari Ggun toplama amali

(t+s), =t,+s,
soklinda aparilir.

Tenzor meydanlar Gzerinde yeni bir amal- diferensialla-ma amali
da aparilir. Polixatti funksiyanin diferensialini hesabla-digda nazere
almaq lazimdir ki, dekart reperi halinda vektor ve kovektor
arqgumentlerinin koordinatlari noqtenin segimindan asili deyil. Masalan,
(1,1) tenzoru tgun

dt = dt}y (x)&u v, (1.2)
Belalikle, dt—(1,2) tipli tenzor meydanidir, dtj, diferensiallari onun dekart

repera nazaran koordinatlaridir.
Misal 1. A"-de ndqgtalerin radius-vektorlarinin meydani-na baxaq.
Dekart repere nazeran x=x'e;ayriligini yaza bilerik. Diferensiallamagla,

koordinatlari dx' =¢'(dx) olan dx = dx'e, vektor meydanini alariq.

Diferensiallarin asagidaki xassalari dogrudur:

a) Tenzor meydaninin diferensialinin sifra baraber olmasi Ugln
zoruri ve kafi sert onun sabit olmasidir (istanilen dekart reperdas
i, = const olmasidir);

b) Tenzor meydanlarinin ceminin diferensiali onlarin dife-rensiallari
camina barabardir: d(t+s)=dt +ds.

c) Tenzor hasilinin diferensiali Leybnis qaydasi il hesab-lanir:
d(t®s)=dt®s+t®ds.Oger xtsusi halda, t-adaddirss, onda d(ts)=tds.

d) Bukulma amali diferensiallama amali ile yerini deyige bilar:

tr¥ (dt) = derkt)

Tenzor meydaninin  koordinatlarinin  diferensiallarini  xU-susi

toramalarls ifade etmakle alariq:

. _ . ot



Misal 1-i nezere almagla bels bir naticeya galirik ki, 4t} funksi-yalari

(1,3) tipli tenzor meydaninin koordinatlaridir. Bu tenzor meydani t tenzor
meydaninin téremaesi adlanir ve ét kimi isare olunur. Umumi halda (p.q)

tipli tenzor meydaninin téramasi (p,q+1) tipli tenzor meydanidir. Téremani
veriimis w=w'(x)g; vektor meydani ile diferensiallama indeksi (zre
biikmakls yeni-dan (p,q) tipli

ot =trl(w®at) (1.4)
tenzor meydanini alarq. o,t-w vektor meydani istigamati Uzre torema
adlanir. Masalan, 8,t}, =wdtj.

Misal 2. Tutaq ki, gD(Xl,...,Xn)—UC A"oblastinda teyin olunmus
skalyar meydandir. Onda o, - grade kimi isara olu-nan ve ¢ meydaninin
gradiyenti adlandinlan kovektor meydani-nin koordinatlandir. ©ger
yonaldici vektor feza psevdo-Evklid fazasidirsa, onda indeksi

galdirmagla, koordinatlan ile asagidaki kimi ifade olunan vektor
meydanini alariq:
gradgaz(g”ajga)ei.
¢ potensial funksiya, grade ise potensial vektor meydani adlanir.
istiqgamet lizro téreme skalyar hasilin kémayi ile ifads oluna biler:
Owp =W ()01 = g(w, gradp).
Misal 3. Tutaq ki, ¢&-kovektor meydanidir. o térema-sinin

alternasiyasini aparaq ve naticani 2-ys vuraq:
rot¢ =2- Al(6¢)
rot¢ —koordinatlari s; =9,£;-0;5 olan tenzor meydanidir ve & kovektor
meydaninin rotasiyasi adlanir.
Misal 4. Tutaq ki, v-vektor meydanidir. Onun téremasi koordinatlar
o' olan (1) tipli tenzor meydanidir. Bu tenzor meydaninin tr(av) izi

v-nin divergensiyasi adlandirilan invari-antdir. Psevdo-Evklid fezada
divergensiyani
divv =o' = g0,
soklinde yaza bilarik. Bu invariant sifra baraber olduqda v- solenoidal
vektor meydani adlanir.
Tutaq ki, v-Uc A" oblastinda teyin olunmus vektor meydanidir.
v-nin inteqgral xatleri (vo ya trayektoriyalarl) dedikde toxunan vektorlari

meydanin vektorlar ile Ust-Uste du-gan, yani %zv(x(t)) muinasibatini

ddayen x=x(t) parametri-zasiya olunmus ayrileri basa disdlir. Bu
munasibati koordinat-larla yazmaqla,
dx!

v (x(t)....x" (1)) (1.5)



adi diferensial tonliklar sistemini alanq. (1.5) sisteminin inteqg-rallanmasi
inteqral xatlerini teyin etmaye imkan verir.
Oger u,v-verilmis vektor meydanlaridirsa, onda istiqa-meat Uzrs
toramalarin
w=[u,v]=6,v-au (1.6)
forgi yeni vektor meydanidir. [u,v]-ye u ve v vektor meydan-larinin
kommutatoru deyilir. [u,v] kommutatorunun koordinat-lari asagidaki kimi
toyin olunur:
[uv] =w =uka,v' —vka,u'.
Misal 5. Tutaq ki, vektor meydani dekart koordinatlarda v = x'e, + x’e,
ayriisina malikdir. integral xatlarini teyin edek. Bundan 6trii
dx! dx?
dt ot
diferensial tanlikler sistemini inteqrallayaq. Neticede x'=ce', x*=c.e' vo
ya parametri yox etmakle c,x' —¢,x* =0 dlz xatler destesini alariq.
Misal 6. Miistavi {izerinde koordinatlari ile verilon u=(x',x*}v={.x')

vektor meydanlarinin kommutatorunu te-yin edoek. Bu magsadle matris
yaziisindan istifade etmak alveris-lidir. Belsliklo, asagidakilari yaza
bilerik:

% ey o ut ] feu o' v
W [avE ot Ut [au o, | v
0 ofx' [ [T o]l | [-1
1 0] x| [0 1x']| |0

[u,v]=—e,.

Qeyd edok ki, A" fazasinda vektor meydanlan xatti dife-rensial
operatorlar kimi baxila biler:

b

ve ya

v=v1i1+~-+v”in=vi6i.
OX OX

Bu halda bazis vektorlari  xUsusi diferensiallama operatorlari il
eynilesdirilir: ¢ =0,. Vektor meydaninin diferensiallanan ¢ funksiyasina

tosiri  v(p)=Vv'(x)a;¢ funksiyasini teyin etmis olur. Bu funksiya ¢-nin v
vektor meydani istigamati Gizre téramasi-dir: v(p)=,¢.

Mihazire 12

Afin rabita. Miitlaq diferensiallama ve kovariant térama



A" afin fozasinda (Xi) dekart koordinatlari ils yanagi (ui) ayrixetli koordinatlarindan
istifade etmok daha elveriglidir. Syrixatli koordinatlar afin  fozanin mieyyen U cA"
oblastinda verilmis ve ¢:U — R" homeomorfizmini teyin eden n sayda u' =ui(x1,...,xn
funksiyalan vasitesile daxil edilirler. Bu halda deyirler ki, A"-de (U,(p) xaritesi ve ya
koordinat sistemi veril-migdir.Ters inikas X =x (ul,...,u”) funksiyalari ile ve ya

x(ul,...,u”)zxi(u',...,u”)ei (3.1)
vektor-funksiyasi ile tayin olunur. (3.1) vektor funksiyasinin C? sinfinden
diferensiallanmasini nezards tuturuq.

Oger U oblastinda birinden basga qalan butlin ayrixatli koordinatlari qeyd etsak,
naticads bir arqumentin

x(u(l),...,uk,...,ug)
vektor-funksiyasini alarig. Bu vektor-funksiya U oblastinda k —ci koordinat xattini teyin edir.
Her bir noqtede koordinat xstlerinin 0, =(8kx'>ei toxunan vektorlari xatti asili olmayan

vektorlardir ve Hakxi“ Yakobi matrisinin geyri-maxsusiliyine asasen X nodqtesi ile barabar
{X,ak} tabii va ya natural reperini amales gatirirlar.

Tutaq ki, A" xaritaler sistemi ilo értlilmiisdiir. Onda istenilen xaritaler ciitiiniin tayin
oblastlarinin U nU' kesis-masinds koordinatlarin

u' = f‘(ul',...,u”’)
cevrilmasi yaranmis olur, burada f=pog ' = {f Lo f n}-qeyri-mexsusi

P= HPiE , PiE = ai,ui Yakobi matrisine malik di-ferensiallanan funksiyalardir.

X nogtesinin sonsuz kigik yerdeyismasi zamani tsabii bazisin vektorlarn da dayisirler.
Bu dayisiklikler dx, do, diferen-siallari ile xarakteriza olunurlar. Qeyd olunan diferensiallari

{x,ai} reperinin vektorlari Uzre ayiraq:
dx=du's;, do, = wio;. (3.2)
(3.2) munasibatlari reperin harsakat tenlikleri adlanir. a)li((ul,...,ur,dul,...,du”)— diferensiallarin
xatti formalandir ve rabits formalari adlanirlar:
oy (dx) = }k(ul,...,u”)duj : (3.3)
F}k funksiyalarina ise rabite emsallar deyilir. Rabite emsallar asagi indekslarine gora
simmetrik olub, ayrixatli koordinatlarin gevrilmasi zamani
Lo =Rl PIRs +0,R!) (3.4)
ganunu uzra dayisirler. Dekart koordinatlar onunla xarakterize olunurlar ki, bu koordinatlarda
ik =0.
Psevdo-Evklid  fazasi halinda metrik  tenzorun 0jj (ul,...,u”)z g(@i,aj)

komponentlerini hesablamaq olar. Ra-bite amsallari bu komponentlerle asagidaki distur tzra
ifade olunur va Kristoffel simvollari adlandiriliriar:

i ZEgls(ajgks+akgjs_asgjk) (3.5)



Misal 1. E? Evklid mustevisi tizerinde (Xl,xz) dekart koordinatlan ils yanasi,

XlerOS(D, X2:rSin¢ muinasibat-lari ile polyar koordinatlari daxil edsk. Yakobyani

12
X', X
hesablayaq: J =d’—)=r. Bu iss o demsakdir ki, polyar koordinatlar

o(r.e)
r>0 sorti daxilinde U = E? \{0,0} oblastinda tayin olunmus-lar. Belalikle, J =0 sertinin
odenildiyi r =0 polyusu polyar koordinat sisteminin yegana maxsusi noqtsasidir. Koordinat
soba-kesi I =C; konsentrik gevralerinden ve ¢ =c¢, slalarindan taskil olunmusdur. (r,(p)
ndqgtesinde tabii reperin vektorlar 0, =e((p), 0, =rg(go) vektorlaridir. Rabite emsallarini
hesab-layaq. do, diferensiallarini teyin etmaklas, alariq:
do, = g(p)de, do, = g(p)dr —re(p)de.

Ona gora da reperin harakat tonliklori

soklindadirlar. Buradan aydin olur ki, polyar koordinat sisteminda rabits formalari Gglin

_ 0 —rde
o= dp  ar 8)
r r
yazilisi dogrudur ve sifirdan fargli rabite smsallari asagidaki-lardir:

Ty =—r, TIj=T3 :%-

Tutaq ki, (ui) ayrixatli koordinatlar daxil edilon afin fezann U A" oblastinda
hamar v vektor meydani verilmig-dir. v vektor meydanini T, A" toxunan fezasinin {ai} tabii
bazisi Uzre ayiraq: v=vi(x)8i. Reperin (3.2) harakat tenliklerini nezere alaraq, v vektor
meydaninin diferensialini hesablayaq:

dv = (dv' + @l v¥)a;. (3.7)
Belslikle, dv vektor meydani
W =dv' + oV (3.8)
koordinatlarina malikdir, basqa s6zle, dv = (Vvi)ﬁi.

\Y% diferensial operatoruna mitleq diferensial deyilir. Xi-susi halda, dekart
koordinatlarda a); =0 oldugundan miitlaq diferensial adi diferensialla Ust-lstoe distr.

& kovektor meydani halina baxaq. & meydanini T, A" kotoxunan fezanin bazisini
toskil edan ve dui(aj):§} gosma-liq sertini 6dsyen tebii {dui} koreperi lizre ayiraq.
Naticads & = fi(x)dui xotti diferensial formasini alariq. Diferensiall he-sablayarag, koreperin
(3.2) tenliklerins ikili olan

d(du') = -\ du* (3.9)

harokat tenliklerini nezare alsaq, yaza bilarik: _
dé = (d& - &a)du'. (3.10)
V& =dg - & (3.11)

funksiyalan d& kovektor meydaninin koordinatlaridir. Bura-dan aydin olur ki, ixtiyari tipli
tenzorun dt diferensiall agagidaki ayrilisa malikdir:



dt :(Vt‘jll'_j‘; )dui' ® - ®dul ®9, ®®0; . (3.12)
q
burada miutlaq diferensial
vt _ g e pti]-~-m-~~ip i < iy m 313
firdg T T g +az=1 jidg @ _bZ:: jiomejg @l (3.13)
ifadesina malikdir.
Misal 2. Tutaq ki, v—mustavi zerinde vektor meydani-dir. Polyar koordinatlari segak.
Onda rabite formalarinin (3.6) ifadssini nezere alaraqg, (3.8) disturundan dv meydaninin
koor-dinatlar tGiglin yaza bilerik:

w! =dv! —nvdep, VW =dv? +— (v d¢)+v2dr)
r

(3.13) beraberliyinin sag tersfinde dtijll'.'.:i!’ vo @'

i i xotti formalarini tebii koreperla
ifade edak:

R PPN TR k i ik
dt Jp —6ktjlmqudu 5 C()J —ijdu .

Naticado
dt=Vyt;. pdu ®dul @ @du ®9, ®- ®0;

oldugunu alarlq, burada

|1|

v <o B

(3.14)
- Z Jl"'m"'J T,

tenzor meydanlnln ot téremasinin koordinatlandir.
(3.14) operatoruna kovariant téreme operatoru deyilir. ot tdéremasini verilmis w vektor
meydani ile blikmakle koordinat-lari

iy ke it
Valjgy =WV,

olan istigamat Uzra téramani alariq.
Diferensiallanan M g¢oxobrazlisi, bu goxobraxl tGizerinde hamar metrik tenzor meydani, yoni
(0,2) tipli simmetrik ve geyri-maxsusi g tenzor meydani verildikde psevdo-Riman fezasi
adlanir ve (M,g) kimi isare olunur. Bu fezanin har bir négtesinin  T,M toxunan fezasi
psevdo-Evklid fezasidir. Nezar-da tutulur ki,
ds” = g;;(x)du'du’ (5.1)

diferensial kvadratik formasinin signaturasi baxilan oblastda sabitdir, burada
g (x)z g(@i,aj)— g tenzorunun tebii repero nazaroen komponentloridir. ©gar (5.1) formasi
musbat-muiayyen olarsa, deyacayik ki, (M ,g) Riman ¢oxobrazlisidir. Bu halda T,M Evklid
fezasi olur.

(M,g) goxobrazlisi izerinde asagidaki iki serti 6deyan yegana V rabitasi vardir:

1) bu rabitanin buruglugu sifra berabardir: S =0;

2) bu rabiteda metrik tenzor kovariant sabitdir: Vv vek-tor meydani Gglin

V,g=0.

Yuxaridaki qayda ile tayin olunan V rabitesine Riman rabitasi deyilir. Riman rabitasinin
komponentleri tabii repera nezaran

1
1ﬂi‘j( :Egks(aigjs+ajgis_asgij) (5.2)



disturu ile ifads olunurlar, yani Kristoffel simvollandir (bax § 3, (3.5) dusturu).

Metrik tenzorun varligi psevdo-Evklid fezasinda oldugu kimi, vektor ve kovektor
meydanlar arasinda biyektiv uygunluq yaratmaga imkan verir. Bu uygunlug koordinatlarla
indeksin endiriimasi va qaldiriimasi saklinds ifade olunur:

vi=gyv!, vi=g'y; (5.3)
Mahz bu sababdan vektor meydaninin rotasiyasindan va Kkovektor meydaninin
divergensiyasindan danigmaq olar:
k

(rot v). =20, ViV,
ij ] [ivil (5.4)
divv=g"Vy;.
indekslerin endirilmasi ve qaldiriimasi smalleri istenilen tipli tenzor meydanlarina tetbiq oluna
biler.
Metrik tenzorun kovariant sabitliyine asasan, vektorlarin skalyar hasili paralel koglirma
zamani saxlanilir. Basqa sozle, paralel kdglirma zamani toxunan fazalarin

7:TiM > T, ()M
xotti izomorfizmi izometriyadir.

(M,g) fezasinda geodezik xatlor izotrop ve geyri-izotrop ola biler. Her iki halda
geodezik xattin tonliyini

2,k i 4
au - e um(s) U (5.5)
ds ds ds
soklinde yazmaq olar, burada s —kanonik parametrdir.

Bir sira hallarda ¢oxobrazli Gzsrinda {8i} tabii reperina deyil, har bir ndgtads xatti
asill olmayan n sayda ¢;(X) vektor meydanlarindan taskil olunmus daha Umumi név
repera baxil-masi zarurati yaranir. Bela reperlera geyri-holonom reperlar deyilir.

k
[ei ,ej]: R'J (X)ek (56)
gabul edarak, geyri-holonom reperin struktur tanliyini alariq. Ri‘} — geyri-holonomluq obyekti

adlanir. Qeyd edsk ki, geyri-holonomluqg obyekti tenzor deyildir. Qosma {ei(x)}: ei(ej) = 5}
koreperi

dek = —% Rie' Ae] (5.7)
struktur tanliklarini 6dayir.
Ve =Tie, (5.8)
gabul etmakls, geyri-holonom reperda rabite amsallarini alariq. Bu halda kovariant tdrema
Vv =g () + TV (5.9)

saklinda yazilir va buruqluq tenzoru
Sif =275, - R (5.10)
ifadesina malik olur.
(M,g) psevdo-Riman fozasi halinda buruglug sifra bera-berdir, lakin bu heg do

1 . . , ,
r[li(j]ZERilf rabite emsallarinin simmet-rikliyini  gostermir. Metrik tenzorun kovariant

téramasinin sabit-liyindan alinir ki,
1
L = E(ei (gjk)+ e; (93 )—ex (gij ))+
| (5.11)
E(Rkij + Ry — Rijk)>



burada Ty = 9kl3.  Ruj = 9ksRi-
(5.11) disturu (5.2) duasturunun Umumilesmasidir. (M,g) foza-sinda daha ¢ox

ortonormallagmis geyri-holonom reperlordan istifade olunur;
g(ei,ej):o, i # ], g(ei,ei)zil. Bu halda metrika

ds? =(e1)2+---+(ep)z _..._(en)z

soklina gatirilir ve (5.11) dusturuna ssasen rabite amsallari Ggln

1
Dj = E(Rkij + Ry — Rijk) (5.12)

ifadasi dogru olur.
Mihazira 13
Metrika ile alagalandirilmis afin rabite

Qeyd olundugu kimi, X, diferensiallanan c¢oxobrazlisi (zearinde
Riman metrikasi (0,2) tipli simmetrik, cirlasmayan (qgeyri-maxsusi)
kovarinat g, tenzor meydaninin verilmasi ile tayin edilir. Ferz edsk ki, X,
diferensiallanan ¢oxobrazlsi lizerinde g, Riman metrikasi ve simmetrik
v ={r;} afin rabitesi (73 = I, ve ya si =0) verilmisdir.

dger g, metrikasi ve v={r;}| simmetrik afin rabitesi t¢iin v,g, =0

sarti 6denilerse, onda v afin rabitssine g; metrikasi ile slagalendirilmisg

afin rabita (ve ya Levi-Civita rabitesi) deyilir. Levi-Civita rabitesine Riman
rabitesi do deyirlor. Levi-Civita rabitesinin varligi ve yeganaliyine dair
asagidaki teorem dogrudur.

Teorem1.1. Tutaq ki, g;-X, ¢oxobrazlsi ({zerinde Riman

metrikasidir. Onda g; metrikas: ile slagslendinlmis yeganas simmetrik afin

rabite vardir va bu rabitanin amsallari

i 1 (99, dg 094
I=>g"| =02y e =N
0739 ( oxf o ox) o oxe

(1)

dasturlarn ile hesablanir.



isbati. Forz edsk ki, Riman rabitesinin varligi isbat olunmusdur. Bu
rabitenin yeganaliyini asaslandiraq. Terifs gora
V. 9; =0.
v afin rabitssi 7;; rabite emsallan ils verildiyinden géstarmak kifaystdir

ki, r;; emsallar (1) sistemindsn g; komponentlerinin ve % xususi
X

toromalarinin funksiyalan kimi birgiymatli tayin olunur. (1) sistemini aciq
sokilde yazaq:

09;
ox“

_11?9 _I—L}xgaj =0

qj

ve ya

a9; _
ox”

I_I‘:ixgaj +1—I'<jagaj '
(2)
(2) bsraberliyinin har iki terefinde ardicil olaraq iki defe i,j ve k

indeksloarinin yerini saat agrabi istiqgamatinde dayisak:

ag a a
aTJil<=1—;j gak+1—;kgja’
(3)

8gi a a
gl}:['jkgai + 1750y,

(4)
(3) ve (4) beraberliklarini teref- tarafs toplayaraq, alinmis barabarlikden
(2) beraberliyini teraf-terefe ¢ixaq ve bu zaman Vv afin rabitasinin
simmetrikliyini nazeare alaq:

(5)
Qeyd edak ki, g; metrik tenzor meydan igiin |g;| geyri-mexsusi matris

oldugundan bu matrisin



(6)
miinasibeti ile qurulan |g*| ters matrisi X, coxobrazlisi iizerinde (20) tipli

ke

tenzor meydani teyin edir. (5) beraberliyinin her iki terafini g
komponentlarina vuraq ve bu zaman (6) minasibatini nazare alaq:

9y, 09y 99
ox' ox) o oxk

ij Ya

21—;jagakgke :21—v_a§e :2]—;je — gke[

ve ya

‘_ezl ke ang +5gk_i _agij ]
b2 ox' ox! o ox

Belalikla, biz gostardik ki, ager Levi-Civita rabitesi vardirsa, onda bu
rabitse yeganadir. Levi-Civita rabitesinin varligimin isbati dcin 7
amsallarini yuxarida qeyd olunan disturlarla teyin etmak kifayatdir.

Aydindir ki, bu halda eyni hesablamalar ters nizamda aparmagla v,g; =0

naticasine galmak olar. Bu ise teoremin isbati demakdir.

Mihazire 14

Paralel kégiirma

Tutag ki, M —-hamar c¢oxobrazhdir, y:1 - M -M {zerinde hamar
ayridir.
y ayrisi boyunca vektor meydani dedikda har bir tel noéqtesina

Xt)eT, M toxunan vektorunu qarsi qoyan X:t— X(t) inikasi basa

7(t)

dasalar.



Tutaq ki, M c¢oxobrazlisi uzerinde Vv afin rabitasi verilmisdir ve

I —rabite funksiyalandir. @gar X(t)—y(t) ayrisi boyunca hamar vektor
meydanidirsa, onda Vi oX(1)=V, X(t) kovariant téremasini teyin etmak
mumkunddr.

v afin rabitesine malik hamar M c¢oxobrazlisi Gzerinde y hamar
ayrisi boyunca verilmis X(t) vektor meydan V, X(t)=0 barabarliyi
odanildikda » ayrisi boyunca paralel vektor meydani adlanir.

y @ayrisinin obrazi (U,p) lokal xeritasinin oblastinda yerlagdikds,

du (t)a. olur. @ger X(t)= fi(t)ﬁiym-}/ ayrisi boyunca verilmis vektor

dt bty

T.()=
meydanidirsa, onda X(t) vektor meydani yalniz ve yalniz

aff @) du'®) _

at + at f (t)rij (y®)=0 (1)
munasibati 6danildikde y ayrisi boyunca paralel olur. Qeyd edsak ki, (1)
sistemi f“(t) funksiyalarina nazeran adi xatti diferensial tenliklar

sistemidir.

y @ayrisi boyunca t, noqtesinden t, noqtesinae paralel kéglirma
dedikde

e T M =T, M X, > X(t,)

7(t)
Inikasi basa dusilur, burada X(t)-y eyrisi boyunca ela paralel vektor
meydanidir ki, X(t,)=X,.

Tutaq ki, v afin rabitasine malik M hamar ¢oxobrazlisi izerinde y
ayrisi verilmisdir. 9ger T (t) toxunan vektor meydani y ayrisi boyunca

paraleldirss, yani v, T (1) =0 sarti 6denilirse, onda y geodezik ayri adlanir.



Teorem. ixtiyari P, e M néqtesi ve ixtiyari toxunan X, eT, M vektoru

Uglin ¢>0 oadadi ve ele yegans y:]-s¢ —>M geodezik xotti vardir ki,

7(0) =Py, T, (0) = X,.

Muahazira 15
Afin rabitanin ayrilik tenzoru
v afin rabitesinin buruqluq tenzoru dedikde asagidaki munasibatla

tayin olunan (1,2) tipli tenzor basa dusulir:
s(VU)=v,U-v,v-VU] , YUV eX(M)
burada, [~ U] - Vv ve U vektor meydanlarinin kommutatoru ve ya ¢
motarizasidir. Kommutator dedikde asagidaki munasibatle tayin olunan
meydani basa disular:
v.ul(f)=7(f)-ul (f)),
burada feF(M), U(f)=U'9,f. [v,U] kommutatorunun koordinantlarini

hesablayaq. Bundan étrii v =7 ', ve U =U’9; oldugunu nazers alaq:

[v,u](f)zv(u(f))_u(v(f)):v(uii)_u[vi of ):

ox! x

=7 'i(ujij—uii(via_f_j: 7 'ii(uiij—uji(viij =
ox! ox! ox' ox' ox! ox! ox'

:7"‘(Uiﬂ.j—uji(v‘a—fj= LA VT L Ll
ox! ox! ox' ox' ox! Jox'

. om i m i f
=(» ma,u"-U"a, )%

Buradan aydin olur ki, [v,U] vektor meydani
Vul=»"U"-U", "
komponentlerina malikdir.
Buruglug tenzorunun koordinantlarini v rabitesinin amsallan ile
ifade etmak mumkiindiur. Dogurdan da, ager V ve U vektor meydanlarini

o, ve 9; koordinant vektor meydanlari ile svez etsak, yaza bilsrik:



S(ai’aj): Si';ak :Vaiaj _Vajai _[ai’aj]zrijkak _Fj'i(ak -

_((Simamgjk _5jmam5ik)ak = (Fijk _Fjli()ak
Bu barabarlikden musyyan edirik:
Silj( = Fijk _Fjik-
v afin rabitesinin ayrilik tenzoru dedikds asagidaki miinasibsta
tayin olunan (1,3) tipli tenzor meydani basa dusalar:
RUVW)=V, VW -V, VW -V, (W, V7 UWeXM).
oyrilik tenzorunun komponentlarini teyin etmak tg¢in 7 U W vektor
meydanlarini uygun olaraq, ¢,,9,,9, koordinant vektor meydanlar ile svez
edak:
R(0:.0,.0)=Re\0, =V, V5.0 =V, Vo0 =V o P = Ve, ([10,) -V, (170,,)=
=0 Oy + TV, 00 = 0,1 0~ iV, Oy =
=003 O + Iy 1330, = 0,13 0y = I3 1,0, =
= (6i1"ji =00y + Iy T, _E;n]—}fn)ae .
Bu minasibatden aydin olur ki, ayrilik tenzoru asagidaki
komponentlera malikdir ([12, sah 188]):
R =05 =0, [ + i Iyl = I T



