
Mühazirә 1 
Tenzorlara dair sadә nümunәlәr 

 
Тутаг ки, RV   щягиги ядядляр мейданы цзяриндя n  юлчцлц вектор фязадыр, 
  niei ,1, 


, -бу фязанын мцяййян базисидир. Vx


 вектору цчцн 

i
i

n
n exexexx





 1

1  айрылышы, диэяр  ie 
  базиси цчцн  ися  

i
i
ii eAe

   

кечид дцстуру доьрудур, бурада  
i
iA  кечид матриси олуб гейри-мяхсусидир, 

i  топлама, йахуд «Ейнштейн» индексидир.  Яэяр x

 векторунун  i

i exx 



 
айрылышы да мялумдурса, онда  

ii
i

i xAx                                           (1) 

чевирмяси йазылыр,  бурада  i
iA  i

iA   кечид  матрисинин тярс матрисидир. (1)  
чевирмясиня  векторун координатларынын чевирмя гануну  дейилир.  
 2. Вектор аргументли RV :  скалйар функсийасы: 
 1) Vyx 


,  цчцн  

     ;yxyx
    

 2) VVx  ,
  цчцн 

   xx
    

шяртляри юдянилдикдя хятти функсийа  адланыр. Мясялян, i
iexxVx


 ,  вектору 

цчцн   321 xxxx 
  гайдасы иля тясир едян   функсийасы хятти функсийадыр.  

 V  вектор фязасында тясир едян бцтцн хятти функсийалар чохлуьуну V  
иля ишаря едяк. V  чохлуьунда топлама вя ядядя вурма ямялляри бу 
гайда иля дахил едилир: 
 1) VxV   

,,  цчцн 
      ;xxx

    
 2) RVxV    ,,

  цчцн 
    .xx

    
Бу ямялляр V  чохлуьуну ковенктор фяза адланан вектор фязайа чевирирляр. 
V  вя V  фязалары гошма фязалардыр. V  ковектор фязасынын елементлярини 
ковекторлар адландырырырлар вя ,...,,   кими ишаря олунурлар.  V  

ковектору цчцн  
  nieii ,1, 
  

ядядляри   ковекторунун   ie
  базисиндя координатлары  адланыр.  

 V  ковектор фязасынын  
  j

ii
j ee   

шяртини юдяйян   nje j ,1,   базисиня   ie
  базиси иля гаршылыглы (гошма) олан 

базис дейилир, бурада j
i  Кронекер символудур: 
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  ковекторунун  ie
  вя  ie 

  базисляриндяки i  вя i  координатлары арасында 
ашаьыдакы ялагя доьрудур: 

      i
i
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i
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i
iii AeAeAe   
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вя йа  
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i
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Mühazirә 2 

Tenzorun koordinatlarla tәyin olunması 
Фярз едяк ки,  ихтийари VTt p

q  тензору верилмишдир, бурада  nV юлчцлц 

вектор фязадыр. V  вектор фязасынын щяр щансы   ,,...,2,1, niei 
  базисини эютцряк 

вя бу базисля гошма олан базиси   ,,...,2,1, nje j   иля ишаря едяк. 
Тяриф.  t  тензорунун  ie

  базисиндяки координатлары ашаьыдакы гайда 
иля тяйин олунан  ядядляр системиня дейилир: 
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1

1

1

p
q

p

q

jj
ii

jj

ii eeeett


   

pbqanjni ba ,...,2,1,,...,2,1,1,1   олдуьуна эюря VTt p
q  тензорунун  ie

  

базисиндяки координатларынын сайы qpn   ядядиня бярабярдир.  
 Бир базисдян диэяриня кечдикдя тензорун координатлары дяйишир. Бу 
дяйишмянин характерини мцяййян едяк. Тутаг  ки, V  вектор фязасынын   ie

  
базисиндян фяргли диэяр  ie 

  базиси верилмишдир.  ie 
  базисинин  гошма олан 

базисини  je   иля ишаря едяк. VTt p
q  тензорунун  ie 

  базисиндяки 

координатлары ашаьыдакы ифадяйя маликдирляр: 

.,...,,,..., 1
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                 (1) 

Мялумдур ки,  ie
  базисиндян  ie 

  базисиня вя  je  базисиндян  je   
базисиня кечид  уйьун олараг, 

i
i
ii eAe

  ,                                         (2) 

jj
j

j eAe                                           (3) 

дцстурлары иля верилир. (1) бярабярлийинин саь тяряфиндя (2), (3) дцстурларыны вя 
хяттилик шяртлярини нязяря алаг: 
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                 (4) 

(4) дцстурларына бир вектор базисиндян диэяриня кечдикдя  qp,  типли 
тензорун координатларынын чевирмя дцстурлары  дейилир. (4)  дцстурларындан 
айдын олур ки, VTt 1

0  тензорунун координатлары 
jj

j
j tAt    

гайдасы, йяни векторун координатларынын чевирмя гануну иля (бах мцщазиря 
2,  (1) дцстуру), VTt 0

1  тензорунун координатлары ися  

i
i
ii tAt    

гайдасы, йяни ковекторун координатларынын чевирмя  гануну иля (бах 
мцщазиря 1, (2) дцстуру)  дяйиширляр. Бурадан  0,1  типли тензорун  вектор, 
 1,0  типли тензорун ися ковектор олмасы билаваситя алыныр.  

 
 
 

 
Mühazirә 3 

Tenzorun invariant tәyin olunması 
Тутаг ки, V R  щягиги ядядляр мейданы цзяриндя n юлчцлц вектор 

фязадыр,  V  ися  V  вектор фязасына гошма олан ковектор фязадыр. q  сайда 

Vvv q 





,,1  вектор вя p  сайда Vp ,,1   ковектор аргументляриндян 

асылы олан  скалйар 
 p

qvvtz  ,...,,,..., 1
1


                                (1) 

функсийасыны тяйин едяк. (1) функсийасы аргументляринин щяр бириня нязярян 
хяттилик шяртлярини юдядикдя полихятти функсийа адланыр. Мясялян, 1-ъи вектор 
аргументиня эюря хяттилик шяртляри беля йазылыр: 

  p
qvvvvt  ,...,,,...,, 1

211
   p

qvvvt  ,...,,,...,, 1
21

  

       ,,...,,,...,, 1
21

p
qvvvt    

          kvvvkt p
q  ,...,,,...,, 1

21
  .,...,,,...,, 1

21
p

qvvvt   

(1) полихятти функсийасына щямчинин V  вектор фязасы цзяриндя типи  qp,  олан 
( 0,0  qp ), йахуд p дяфя контравариант вя qдяфя ковариант тензор дейилир. 

qps   ядяди тензорун валентлийи адланыр. Мясялян, валентлийи 2 олан 
тензорлар )2,0(),0,2(  вя )1,1(  типли тензорлардыр. Тензорлара даир нцмуняляря 
бахаг. 

 1) (1,0) типли 




t  тензору V  вектор фязасынын векторудур. 

 2) (0,1) типли  1vt
  тензору V  ковектор фязасынын ковекторудур. 



 3)  (1,1) типли тензор  ,vt
  полихятти функсийасы иля верилир вя афинор  

адланыр.  
 V  вектор фязасы цзяриндя тяйин олунан бцтцн  qp,  типли тензорлар 
чохлуьу VT p

q  иля ишаря олунур. 

 
 

Mühazirә 4 
Tenzorların xәtti fәzası 

Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляри гейд едяк. 
 .10   VTtt p

q21, V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензорлардырса, 

онда бу тензорларын 21 tt   ъями 
            p

qvvtt  ,...,,,..., 1
121

  p
qvvt  ,...,,,..., 1

11
  

                             p
qvvt  ,...,,,..., 1

12


   

дцстуру иля тяйин олунур, бурада Vvv q 





,,1 , Vp ,,1  . 

 Гейд. Йалныз ейни типли тензорлары топламаг мцмкцндцр. 
 .20   VTt p

q V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензор, k  ихтийари 

щягиги ядяддирся, онда t  тензорунун k  ядядиня tk   щасили 
   p

qvvtk  ,...,,,..., 1
1

  p
qvvtk  ,...,,,..., 1

1


  

дцстуру иля тяйин олунур, бурада Vvv q 





,,1 , Vp ,,1  . 

 Эюрцндцйц кими, тензорун ядядя щасили заманы тип дяйишмир. 
Асанлыгла йохламаг олур ки, VT p

q  чохлуьу ),( qp типли тензорларын топланмасы 

вя ядядя  щасили ямялляриня эюря  вектор фяза vә ya xәtti fәza тяйин едир. 
 

 
Mühazirә 5 

Tenzorlar üzәrindә cәbri әmәllәr. Xәtti  kombinasiya vә bükülmә 
.10  ,1

11 VTt p
q  VTt p

q
2
22 V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензорлардырса, 

онда бу тензорларын 21 tt   щасили 

        


2111
2111

,...,,,...,,,...,,..., 11
1121

pppp
qqqq vvvvtt   

      1
1

,...,,,..., 1
11

p
qvvt 

  211
211

,...,,,..., 1
12

ppp
qqq vvt 

  , 

бурада .,...,2,1,,,...,2,1, 2121 ppbVqqaVv b
a    

Эюрцндцйц кими, 21 tt   -  2121 , qqpp   типли тензордур.       
 Тензорларын щасили ямялинин ашаьыдакы хассяляри вардыр: 
 )a      ;321321 tttttt   
 )b    321 ttt  31 tt ;22 tt   
 )c      21 tkt  21 ktt  =  21 ttk  . 



 Гейд. Тензорларын щасили ямяли йердяйишмя (коммутатив-лик) 
хассясиня малик дейил, йяни 

 21 tt .12 tt   
 .20  Тутаг ки,  VTt p

q V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш  тензордур вя 

.0,0  qp  t  тензорунун m  сайлы вектор вя k  сайлы ковектор 
аргументляриня эюря  бцкцлмяси  дедикдя аша-ьыдакы кими тяйин олунан 

VTttr p
q

k
m

1
1

  тензору баша дцшцлцр: 

        


11
11 ,...,,,..., p

q
k
m vvttr   

        ,,...,,,,...,,,...,,,,..., 1111
1111


 pkik

qmim evvevvt 
 

бурада    niei ,...,2,1,


V  вектор фязасынын  базисидир,  je  онунла гошма 
олан базисдир  вя i  топлама индекси олбуьундан бу индекся эюря 
ъямлямя апарылыр. Айдындыр ки, бцкцлмя ямяли вектор вя йа ковектор 
аргументляриндян щяр щансы бири гуртарана гядяр ардыъыл олараг  апарыла 
биляр.  

 
 

Mühazirә 6 
Tenzor hasili. Simmetriklәşmә vә çəp-simmetriklәşmә 

Тутаг ки, qSq   дяряъяли явязлямяляр групудур. qS  групунун VTq
0  

тензорлар фязасында тясирини  
,qS ,0VTt q        qq vvtvvt  

,...,,..., 11   

дцстуру иля тяйин едирик.  
 VTt q

0  тензорунун симметрикляшмяси  дедикдя ашаьыдакы кими тяйин 

олунан tSym VTq
0  тензору баша дцшцлцр: 

.
!

1

 qS

t
q

tSym


  

Мясялян, t VT 0
2  тензорунун симметрикляшмяси 

      vwtwvtwvtSym

,,

!2

1
,   

шяклиндя, h VT 0
3  тензорунун симметрикляшмяси ися  

         wvuhvuwhuwvhuwvtSym

,,,,,,

!3

1
,,  

      vwuhwuvhuvwh

,,,,,,   

шяклиндя апарылыр.  
 Гейд едяк ки, симметрикляшмя ямяли вектор вя ковектор 
аргументляринин бир групуна да тятбиг олуна биляр. Мясялян, VTt 2

3  
тензорунун 1-ъи вя 3-ъц вектор аргументляриня эюря симметрикляшмяси 
беля йазылыр: 



      .,,,,,,,,
!2

1
,,,,3,1  vwutuwvtuwvtSym


  

 Тяриф. VTt q
0  тензору pS  явязлямяси цчцн tt   шяртини 

юдядикдя симметрик тензор адланыр. Тярифдян айдын олур ки, яэяр VTt q
0 - 

симметрик тензордурса, онда ttSym  . Диэяр тяряфдян, VTt 2
3  тензору 

цчцн ttSym 3,1  йазылышы ону эюстярир ки,  бу тензор 1-ъи вя 3-ъц вектор 

аргументляриня эюря симметрикдир. 
 .60  qS  явязлямясинин ишарясини  Sgn  иля ишаря едяк. Айдындыр ки, 

Sgn  ъцт явязлямяляр цчцн 1-я, тяк явязлямяляр цчцн ися -1-я 
бярабярдир.  

VTt q
0  тензорунун чяп-симметрикляшмяси , йахуд алтернасийасы  

ашаьыдакы кими тяйин олунан tAl VTq
0  тензору на дейилир: 

 .
!

1

 qS

tSgn
q

tAl


  

Тярифдян эюрцнцр ки, t VT 0
2  тензорунун чяп-симметрикляшмяси 

      vwtwvtwvtAl

,,

!2

1
,   

шяклиндя, h VT 0
3  тензорунун чяп-симметрикляшмяси ися  

         wvuhvuwhuwvhuwvtAl

,,,,,,

!3

1
,,  

      vwuhwuvhuvwh

,,,,,,   

шяклиндя апарылыр.  
 Чяп-симметрикляшмя ямялини дя  вектор вя ковектор аргументляринин 
бир групуна  тятбиг етмяк мцмкцндцр. Мясялян, VTt 2

3  тензорунун 2-ъи 
вя 3-ъц вектор аргументляриня эюря чяп-симметрикляшмяси беля йазылыр: 

      .,,,,,,,,
!2

1
,,,,3,2  wuvtuwvtuwvtAl


  

 Тяриф. VTt q
0  тензору pS  явязлямяси цчцн ttSgn   шяртини 

юдядикдя  чяп-симметрик тензор адланыр. Тярифя эюря, яэяр VTt q
0 - чяп-

симметрик тензордурса, онда ttAl  . Асанлыгла йохламаг олар ки, 
симметрик тензорун алтернасийасы вя чяп-симметрик тензорун 
симметрикляшмяси сыфра бярабярдир. 

 
 

Mühazirә 7 
Metrik tenzor. İndekslәrin endirilmәsi vә qaldırılması 

 Tutaq ki, R  meydanı üzәrindә tәyin olunmuş n ölçülü V  vektorlar 
fәzası verilmişdir, V  isә uyğun kovektor fәzasıdır. 



 Tәrif.  V  vektorlar fәzası üzәrindә tәyin olunmuş metrik vә ya әsas 
tenzor dediukdә aşağıdakı xassәlәrә malik )(02 VTg  tenzoru başa 
düşülür: 
 1) g  simmetrik tenzordur, yәni jiij gg  ; 

 2) g  tenzorunun koordinatlarından düzәlәn matris qeyri-mәxsusidir, 
yәni 0)det( ijg . 

 2) şərti göstәrir ki, )( ijg  matrisinin tәrsi vardır. Tәrs matrisin 

elementlәri aşağıdakı münasibәti ödәyirlәr: 

 k
i

jk
ij gg 








ik

ik

,0

,1
.                                           (1) 

(1) bәrabәrliyindәn müəyyәn olunur ki, jkg  kәmiyyәtlәri (2,0) tipli tenzor 
tәyin edirlәr. Bu tenzora metrik tenzorun tәrs tenzoru deyilir. Metrik 
tenzor vә onun tәrs tenzoru indekslәrin endirilmәsi vә qaldırılması 
әmәllәrini aparmağa imkan verirlәr. 
 Tutaq ki, i

iexxVx
  ,  vektoru verilmişdir. Aşağıdakı qayda ilә n  

sayda jx  hәqiqi әdәdlәrini tәyin edәk: 
i

ijj xgx  . 

Bu halda deyirlәr ki, i  indeksi endirilmişdir. 
 )(, ii eV

    kovektoruna baxaq. Aşağıdakı qayda ilә n  sayda 
j  hәqiqi әdәdlәrini tәyin edәk: 

i
jij g   . 

Bu halda deyirlәr ki, i  indeksi qaldırılmışdır. 
 
 

 
 
 

Mühazirә 8 
Çəp-simmetrik tenzorlar fәzası 

Simmetriklәşmә vә alternasiya әmәllәrini tәyin etmәk üçün eyni xarakterli 
dәyişənlәrә malik polixәtti funksiyaları götürmәk lazımdır. Mәsәlәn, ),( yxt

  
bixәtti funksiyasına baxaq. ),( xyt

 -in dә bixәtti olacağı vә ümumi halda  
),( yxt


),( xyt
  olacağı aşkardır. Yeni  

 ),( yxt


),( yxt
 Rxyt  ,),,(

                             (1.35) 
bixәtti funksiyasını tәyin edәk (bunu yoxlayın). Belәliklә,   vә  -yә 
müxtәlif qiymәtlәr versәk, sonsuz sayda yeni tenzorlar alınar. Bu 

tenzorlardan birini 
!2

1
    qәbul etmәklә seçə bilәrik. Alınan bixәtti 



funksiyaya uyğun gәlәn tenzora ),( yxt
  tenzorunun simmetriklәşmәsi 

deyilir vә tSim  şəklindә yazılır. Tәrifdәn alınır ki, 

)),(),((
!2

1
),( xytyxtyxtSim


 . 

 Dәyişənlәrin sayı 3-ә bәrabәr olduqda, mәsәlәn, ),,( zyxt
  

tenzorunun simmetriklәşmәsi  

)),,(),,(),,(

),,(),,(),,((
!3

1
),,(

xyztyzxtzxyt

yxztxzytzyxtzyxtSim








 

şəklindә yazılır. (1.35) tenzorlarından birini isә 
!2

1
   qәbul etmәklә, 

yәni 

)),(),((
!2

1
xytyxt


  

şəklindә seşə bilәrik. Buna uyğun gәlәn tenzora isә ),( yxt
  tenzorunun çəp-

simmetriklәşmәsi vә ya alternasiyası deyilir vә ),( yxtAlt
  kimi işarә olunur. 

Belәliklә,  

),( yxtAlt


)),(),((
!2

1
xytyxt


  

yazılır. Oxşar qayda ilә, 

)),,(),,(),,(

),,(),,(),,((
!3

1
),,(

xyztyzxtzxyt

yxztxzytzyxtzyxtAlt








 

 
şəklindә yaza bilәrik, burada “+” vә “-“  işarәlәri zyx


,,  dәyişənlәr 

sistemindәki permutasiyaların işarәlәridir.  
 Simmetriklәşmә vә alternasiya әmәllәri ),0( p  vә ya )0,(q  tipli 
tenzorlar üçün dә oxşar qayda ilә tәtbiq edilir. Bәzi hallarda bu әmәllәri 
bütün dәyişənlәr üçün deyil, onların bir qrupu üçün aparılır. Mәsәlәn, 

)),,(),,((
!3

1
),,( xyztzyxtzyxtAlt


  

olduğunu yaza bilәrik, burada y
  simvolikası onu göstәrir ki, y

  vektoru 
tAlt  әmәlinә daxil deyildir. 

 Tәrif 1.4.2. Əgәr ttSim  )( ttAlt   olarsa, onda t  tenzoruna 
simmetrik (çəp-simmetrik) tenzor deyilir. 
 Mәsәlәn, (0,2) tipli tenzorun simmetriklik şərti  

),(),( xytyxt


                                             (1.36) 
şəklindәdir. Doğrudan da, (1.36) bәrabәrliyinә görә, 

),()),(),((
!2

1
),( yxtxytyxtyxtSim


  

olur. Tәrsinә,  



),(),( yxtyxtSim


  
bәrabәrliyindәn  

),( yxt


),(),( xytSimyxtSim


 ),( xyt


  
nәticәsinә gәlmiş oluruq. 
 Eyni qayda ilә (0,2) tipli tenzorun çəp-simmetriklik şərti  

),(),( xytyxt


                                             (1.37) 
kimi  yazılır. (0,3) tipli tenzorun simmetriklik vә çəp-simmetriklik şərtlәri 
isә, uyğun olaraq, 

 ),,(),,(),,( yxztxzytzyxt
  
),,(),,(),,( xyztyzxtzxyt


                              (1.38) 
vә  

 ),,(),,(),,( yxztxzytzyxt
  

),,(),,(),,( xyztyzxtzxyt


                            (1.39) 
şəklindәdir. 
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Xarici diferensial formalar cәbri 
 

Афин фязанын U A n  областында  хариъи диференсиал p  форма дедикдя 

U областында тяйин олунмуш  p  дяряъяли хариъи формаларын  px vv ,...,1  

мейданы баша дцшцлцр. Координатларда 

 


 p

p

ii
ii eex 

1
1

  

вя йа 
xT A фязасында  базис ковекторларыны idx  кими  ишаря етмяк гябул 

олундуьундан 

                              


 p

p

ii
ii dxdxx 

1
1

                      (2.1) 

йазылышы доьрудур. 

 Хцсуси щалда, скалйар мейдана сыфыр дяряъяли форма кими 

бахылмалыдыр.   i
i dxx   хариъи диференсиал 1-формасына (йяни ковектор 

мейданына) Пфаф формасы да дейилир. Хариъи формалар цзяриндя апарылан 

бцтцн ямялляр тябии олараг афин фязада хариъи диференсиал формалара тятбиг 

олунур вя бу ямялляр нюгтяляр цзря апарылыр.  

 



Mühazirә 10 
Xarici diferensiallama әmәli 

Хариъи диференсиал формалар цзяриндя йени бир ямял-хариъи диференсиаллама  

апарылыр. Хариъи диференсиаллама хариъи p форма-йа   )1(p форманы гаршы 

гойан еля  dd :  иникасына дейи-лир ки: 

 а) Kd  -хятти иникасдыр: 

   ddd  ; 

 б)   функсийасы цчцн d  хариъи диференсиалы ади дифенсиалла цст-цстя 

дцшцр; 

 ъ) Яэяр   p форма,  q формадырса, онда 

     ddd p  1 ; 

д) Истянилян    формасы цчцн 

                                .02 d   

Бу хассяляр хариъи диференсиалламаны бцтцнлцкля характеризя едир. Тярифдян 

айдын олур ки, локал шякилдя, йяни координатларда 

  .1
1


 p

p

ii
ii dxdxxdd   

 0d  олдугда   гапалы хариъи диференсиал форма адланыр. Яэяр  

 d  шяртини юдяйян    хариъи формасы вардырса, дейяъяйик ки,    дягиг 

хариъи диференсиал формадыр. д) хассяси  ону эюстярир ки, истянилян дягиг 

диференсиал форма гапалыдыр. 

 Мисал 1. A 2  мцстявиси цзяриндя верилмиш  

   dyyxQdxyxP ,,   

хятти диференсиал формасы цчцн йаза билярик: 

.dydx
y

P

x

Q
dydQdxdPd 















  

d дяряъяси 2 олан хариъи диференсиал формадыр. Айдындыр ки,  
y

P

x

Q






   

олдугда    гапалы формадыр. 



 Мисал 2. Тутаг ки, 3 -юлчцлц псевдо-Евклид фязада хариъи 2-

формадыр: 

.32
23

31
13

21
12 dxdxdxdxdxdx    

Хариъи диференсиалламагла аларыг: 

  .321
231132123 dxdxdxd    
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Tenzor meydanları, onların diferensialı. Kommutator 
 

 Тутаг ки, KV   мейданы цзяриндя вектор  фязадыр вя  A- ,...,, CBA  
елементляриня малик олан чохлугдур. A чохлуьунун елементлярини нюгтяляр 
адландыраг. Яэяр щяр бир низамланмыш ),( BA  AA елементляр ъцтцня 
ашаьыдакы шяртлярин юдянилмяси иля VABv  векторуну гаршы гойан AA 

V  иникасы верилярся, дейяъяйик ки, A K мейданы цзяриндя афин фязадыр: 
 1) Истянилян A A  нюгтяси вя  истянилян Vv вектору цчцн еля 
йеэаня  B A  нюгтяси вардыр ки,  .ABv   
 2) Истянилян CBA ,,  A  нюгтяляри цчцн Шалл мцнасибяти доьрудур: 

.0 CABCAB  
nV dim  олдугда афин  фяза n юлчцлц гябул олунур вя A n  кими ишаря едилир. 

V  A n  афин фязасы цчцн йюнялдиъи вектор фяза адландырылыр. 
 Ихтийари гайдада сечилмиш O A нюгтясини гейд едяк. Бу щалда 

A A нюгтяси цчцн бу нюгтянин радиус-вектору адланды-рылан  
OAx  вектору биргиймятли тяйин олунур. V дя  ie  бази-сини сечмякля 

i
iexx   айрылышыны аларыг. ix ядядляриня  xA  нюгтя-синин  ieO,  репериндя афин  

(вя йа декарт) координатлары дейилир.  
 V йюнялдиъи вектор фязасы псевдо-Евклид вектор фязасы ол-дугда A – 
афин-псевдо-Евклид (вя йа псевдо-Евклид) фязасы адландырылыр. 
 A n  афин фязасынын нюгтясиндя xT  тохунан фязасы башланьы-ъы бу 
нюгтядя олан бцтцн векторларын ямяля эятирдийи ейни юлчцлц  
вектор фязадыр. Мцхтялиф нюгтялярдяки тохунан фязалар юз араларын-да 
паралел кючцрмя васитясиля тябии олараг ейниляшдириля биляр. 
 U  A n  областыны нязярдян кечиряк. Яэяр U областынын щяр бир 
нюгтясиня бу нюгтядяки тохунан фязада  qp,  типли тензо-ру гаршы гойан 

xtx  иникасы верилярся, дейяъяйик ки, U областын-да  qp,  типли t  тензор 

мейданы верилмишдир. Башга сюзля, бу щал-да аргументляри xT  вя 
xT  



фязаларындан олан вя щям дя нюгтянин сечиминдян асылы олан полихятти 
функсийайа бахылыр. Мясялян, ,1p  

2q  олдугда  vutx ,,  полихятти функсийасы тяйин олунур. Яэяр  ieO,  A n -дя 
декарт репердирся, онда 

                              kj
i

ni
jkx vuxxtt ,...,1 .                               (1.1)   

U областында верилмиш  xti
jk  функсийаларына тензор мейданынын координатлары 

дейилир. Яэяр  xti
jk  функсийалары kC синфиндян олан щамар функсийалардырса, 

дейяъяйик ки, kCt  синфиндян олан ща-мар тензор мейданыдыр. 
constti

jk  олдугда , тензор мейданы сабит тензор мейданы адланыр. 

 Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляр тябии олараг нюгтяляр цзря 
апарылмагла тензор мейданларына тятбиг едилир. Мясялян, ейни типли t  вя s  
тензорлары цчцн топлама ямяли 

  xxx stst   
шяклиндя апарылыр.  
 Тензор мейданлары цзяриндя йени бир ямял- диференсиалла-ма ямяли 
дя апарылыр. Полихятти функсийанын диференсиалыны щесабла-дыгда нязяря 
алмаг лазымдыр ки, декарт репери щалында вектор вя ковектор 
аргументляринин координатлары нюгтянин сечиминдян асылы дейил. Мясялян, 
(1,1) тензору цчцн 

                                          kj
i

i
jk vuxdtdt  .                              (1.2) 

Беляликля,  2,1dt  типли тензор мейданыдыр, i
jkdt  диференсиаллары онун декарт 

реперя нязярян координатларыдыр. 
 Мисал 1. A n -дя нюгтялярин радиус-векторларынын мейданы-на бахаг. 
Декарт реперя нязярян i

iexx  айрылышыны йаза билярик. Диференсиалламагла, 

координатлары  dxedx ii   олан i
iedxdx   вектор мейданыны аларыг.  

 Диференсиалларын ашаьыдакы хассяляри доьрудур: 
а) Тензор мейданынын диференсиалынын сыфра бярабяр олмасы цчцн 

зярури вя кафи шярт онун сабит олмасыдыр (истянилян декарт репердя 
constti

jk  олмасыдыр);  

б) Тензор мейданларынын ъяминин диференсиалы онларын дифе-ренсиаллары 
ъяминя бярабярдир:   .dsdtstd    

ъ) Тензор щасилинин диференсиалы Лейбнис гайдасы иля щесаб-ланыр: 
  .dstsdtstd  Яэяр хцсуси щалда, t ядяддирся, онда   .tdstsd   

д) Бцкцлмя ямяли диференсиаллама ямяли иля йерини дяйишя биляр:  
   .ttrddttr k

m
k
m   

Тензор мейданынын координатларынын диференсиалларыны хц-суси 
тюрямялярля ифадя етмякля аларыг: 

.,
s

i
jki

jks
skj

i
i
jks

x

t
tdxvutdt




                         (1.3) 



Мисал 1-и нязяря алмагла беля бир нятиъяйя эялирик ки,  i
jkst  функси-йалары 

(1,3) типли тензор мейданынын координатларыдыр. Бу тензор мейданы t  тензор 
мейданынын тюрямяси адланыр вя t  кими ишаря олунур. Цмуми щалда  qp,  
типли тензор мейданынын тюрямяси  1, qp  типли тензор мейданыдыр. Тюрямяни 
верилмиш   i

i exww   вектор мейданы иля диференсиаллама индекси цзря  
бцкмякля йени-дян  qp,  типли  

                                          twtrtw  1
1                                 (1.4) 

тензор мейданыны аларыг. wtw   вектор мейданы истигамяти цзря тюрямя 

адланыр. Мясялян, .i
jks

si
jkw twt   

 Мисал 2. Тутаг ки,   Uxx n,...,1  A nобластында тяйин олунмуш 
скалйар мейдандыр. Онда  grads   кими ишаря олу-нан вя   мейданынын 
градийенти адландырылан ковектор мейданы-нын координатларыдыр. Яэяр 
йюнялдиъи вектор фяза псевдо-Евклид фязасыдырса, онда индекси 
галдырмагла, координатлары иля ашаьыдакы кими ифадя олунан вектор 
мейданыны аларыг: 

  .ij
ij eggrad    

  потенсиал функсийа, grad  ися потенсиал вектор мейданы адланыр. 
Истигамят цзря тюрямя скалйар щасилин кюмяйи иля ифадя олуна биляр: 

   .,  gradwgxw i
i

w   
 Мисал 3. Тутаг ки,  ковектор мейданыдыр.   тюрямя-синин 
алтернасийасыны апараг вя нятиъяни 2-йя вураг: 

 .2   Alrot  
rot координатлары ijjiijS    олан тензор мейданыдыр вя   ковектор 

мейданынын ротасийасы адланыр. 
 Мисал 4. Тутаг ки, v вектор мейданыдыр. Онун тюрямяси координатлары 

i
jv  олан  1,1  типли тензор мейданыдыр. Бу тензор мейданынын  vtr   изи  

v нин диверэенсийасы адландырылан инвари-антдыр. Псевдо-Евклид фязада 
диверэенсийаны 

ji
iji

i vgvvdiv   

шяклиндя йаза билярик. Бу инвариант сыфра бярабяр олдугда v  соленоидал 
вектор мейданы адланыр. 
 Тутаг ки,  Uv  A n  областында тяйин олунмуш вектор мейданыдыр. 
v нин интеграл хятляри (вя йа трайекторийалары) дедикдя тохунан векторлары 

мейданын векторлары иля цст-цстя дц-шян, йяни   txv
dt

dx
  мцнасибятини 

юдяйян  txx    параметри-засийа олунмуш яйриляри баша дцшцлцр. Бу 
мцнасибяти координат-ларла йазмагла,  

                                       txtxv
dt

dx ni
i

,...,1                             (1.5) 



ади диференсиал тянликляр системини аларыг. (1.5)  системинин интег-ралланмасы  
интеграл хятлярини тяйин етмяйя имкан верир.  
 Яэяр vu, верилмиш вектор мейданларыдырса, онда истига-мят цзря 
тюрямялярин  

                                      uvvuw vu  ,                              (1.6) 
фярги йени вектор мейданыдыр.  vu, йя u  вя v  вектор мейдан-ларынын 
коммутатору дейилир.  vu,  коммутаторунун координат-лары ашаьыдакы кими 
тяйин олунур: 

  ., i
k

ki
k

kii uvvuwvu   

 Мисал 5. Тутаг ки, вектор мейданы декарт координатларда 2
2

1
1 exexv   

айрылышына маликдир. Интеграл хятлярини тяйин едяк. Бундан ютрц 

2
2

1
1

, x
dt

dx
x

dt

dx
  

диференсиал тянликляр системини интеграллайаг. Нятиъядя  tt ecxecx 2
2

1
1 ,   вя 

йа параметри йох етмякля  02
1

1
2  xcxc   дцз хятляр дястясини аларыг. 

 Мисал 6. Мцстяви цзяриндя координатлары иля верилян    121 ,1,, xvxxu    
вектор мейданларынын коммутаторуну тя-йин  едяк. Бу мягсядля матрис 
йазылышындан истифадя етмяк ялвериш-лидир. Беляликля, ашаьыдакылары йаза 
билярик: 
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xx

x

v

v

uu

uu

u

u

vv

vv

w

w

 

вя йа   
  ., 1evu   

 Гейд едяк ки, A n  фязасында вектор мейданлары хятти дифе-ренсиал 
операторлар кими бахыла биляр: 

.
1

1
i

i
n

n v
x

v
x

vv 







   

Бу щалда базис векторлары  хцсуси диференсиаллама операторлары  иля 
ейниляшдирилир:  .iie   Вектор мейданынын диференсиалланан    функсийасына 

тясири       i
i xvv    функсийасыны тяйин етмиш олур. Бу функсийа  нин  v  

вектор мейданы истигамяти цзря тюрямяси-дир:   . vv   
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Afin rabitә. Mütlәq diferensiallama vә kovariant törәmә 
 



A n  афин  фязасында  ix  декарт координатлары иля йанашы   iu   яйрихятли координатларындан 

истифадя етмяк даща ялверишлидир. Яйрихятли координатлар афин  фязанын мцяййян U A n  

областында верилмиш вя nRU :  щомеоморфизмини тяйин едян n  сайда  nii xxuu ,...,1  

функсийалары васитясиля дахил едилирляр. Бу щалда дейирляр ки,  A n -дя   ,U  хяритяси вя йа 

координат системи верил-мишдир.Тярс иникас  ),...,( 1 nii uuxx   функсийалары иля вя йа  

                                     i
nin euuxuux ,...,,..., 11                          (3.1) 

вектор-функсийасы иля тяйин олунур.  (3.1) вектор функсийасынын  2C  синфиндян 
диференсиалланмасыны нязярдя тутуруг. 
 Яэяр U  областында бириндян  башга  галан бцтцн яйрихятли координатлары гейд етсяк, 
нятиъядя бир аргументин  

 nk uuux 0
1
0 ,...,,...,  

вектор-функсийасыны аларыг. Бу вектор-функсийа U  областында k ъы координат хяттини тяйин едир. 

Щяр бир нюгтядя координат хятляринин   i
i

kk ex  тохунан векторлары хятти асылы олмайан 

векторлардыр вя  i
k x   Йакоби матрисинин гейри-мяхсусилийиня ясасян x  нюгтяси иля бярабяр 

 kx ,  тябии вя йа натурал реперини ямяля эятирирляр. 

 Тутаг ки, A n  хяритяляр системи иля юртцлмцшдцр. Онда истянилян хяритяляр ъцтцнцн тяйин 
областларынын  UU   кясиш-мясиндя координатларын 

 nii uufu  ,...,1  

чеврилмяси йаранмыш олур, бурада   nfff ,...,11    -гейри-мяхсуси  
i

i
i

i
i

i uPPP   ,  Йакоби матрисиня малик ди-ференсиалланан функсийалардыр. 

 x  нюгтясинин сонсуз кичик йердяйишмяси заманы  тябии базисин  векторлары да дяйиширляр. 
Бу дяйишикликляр kddx ,  диферен-сиаллары иля характеризя олунурлар. Гейд олунан диференсиаллары 

 ix ,   реперинин векторлары цзря айыраг: 

                            ., i
i
kki

i ddudx                                  (3.2) 

(3.2) мцнасибятляри реперин щярякят тянликляри адланыр.  nri
k duduuu ,...,,,..., 11 диференсиалларын 

хятти формаларыдыр вя рабитя формалары адланырлар: 

                               jni
jk

i
k duuudx ,...,1 .                             (3.3) 

i
jk  функсийаларына ися рабитя ямсаллары дейилир. Рабитя ямсаллары ашаьы индексляриня эюря 

симметрик олуб, яйрихятли координатларын чеврилмяси заманы 

                              i
kj

k
k

j
j

i
jk

i
i

i
kj PPPP 


                           (3.4) 

гануну цзря дяйиширляр. Декарт координатлар онунла характеризя олунурлар ки, бу координатларда 

.0i
jk  

 Псевдо-Евклид фязасы щалында метрик тензорун    ji
n

ij guug  ,,...,1   

компонентлярини щесабламаг олар. Ра-битя ямсаллары бу компонентлярля ашаьыдакы дцстур цзря 
ифадя олунур вя Кристоффел символлары адландырылырлар: 

                      .
2

1
jksjskksj

isi
jk gggg                       (3.5) 



 Мисал 1.  2E  Евклид мцстявиси цзяриндя   21, xx   декарт координатлары иля йанашы,  

 rSinxrCosx  21 ,  мцнасибят-ляри иля полйар координатлары дахил едяк. Йакобйаны 

щесаблайаг: 
 
  .
,

, 21

r
r

xx
J 







 Бу  ися   о   демякдир ки,   полйар   координатлар 

r >0   шярти дахилиндя  0,0\2EU   областында тяйин олунмуш-лар. Беляликля, 0J  шяртинин 

юдянилдийи 0r  полйусу полйар координат системинин йеэаня мяхсуси нюгтясидир. Координат 
шябя-кяси 1cr   консентрик чевряляриндян вя 2c  шцаларындан тяшкил олунмушдур.  ,r  

нюгтясиндя тябии реперин векторлары      rge  21 ,  векторларыдыр. Рабитя ямсалларыны 

щесаб-лайаг. kd  диференсиалларыны тяйин етмякля, аларыг: 

                    .)()(,)( 21  dredrgddgd   
Она эюря дя реперин щярякят тянликляри 

                        21221 , 
r

dr
rdd

r

d
d 

 

шяклиндядирляр. Бурадан айдын олур ки, полйар координат системиндя рабитя формалары цчцн 

                                      












 


r
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r

d
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i
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0
                            (3.6) 

йазылышы доьрудур вя сыфырдан фяргли рабитя ямсаллары  ашаьыдакы-лардыр: 

                                 
r

r
1

, 2
21

2
12

1
22  . 

 Тутаг ки,  iu   яйрихятли координатлары дахил едилян афин фязанын  U A n  областында 

щамар v  вектор мейданы верилмиш-дир. v  вектор мейданыны xT A n  тохунан фязасынын  i  тябии 

базиси цзря айыраг:  .)( i
i xvv   Реперин (3.2) щярякят тянликлярини нязяря алараг, v  вектор 

мейданынын диференсиалыны щесаблайаг: 

                                     .)( i
ki

k
i vdvdv                                 (3.7) 

Беляликля, dv  вектор мейданы   

                                     ki
k

ii vdvv                                     (3.8) 

координатларына маликдир, башга сюзля,  .)( i
ivdv    

    диференсиал операторуна мцтляг диференсиал дейилир. Хц-суси щалда, декарт 

координатларда  0i
j  олдуьундан мцтляг диференсиал ади диференсиалла цст-цстя дцшцр. 

   ковектор мейданы щалына бахаг.   мейданыны 
xT A n  котохунан фязанын  базисини 

тяшкил едян вя  i
jj

idu  )(  гошма-лыг шяртини юдяйян тябии  idu  корепери цзря айыраг. 

Нятиъядя i
i dux)(   хятти диференсиал формасыны аларыг. Диференсиалы ще-саблайараг, кореперин 

(3.2)  тянликляриня икили олан  

                                      ki
k

i dudud )(                                  (3.9) 

щярякят тянликлярини нязяря алсаг, йаза билярик: 

                                  .)( ik
iki dudd                               (3.10) 

                                        k
ikii d                                 (3.11) 

функсийалары  d  ковектор мейданынын координатларыдыр. Бура-дан айдын олур ки, ихтийари типли 

тензорун dt  диференсиалы ашаьыдакы айрылыша маликдир: 



         ,
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           (3.12) 

бурада мцтляг диференсиал 
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       (3.13) 

ифадясиня маликдир. 
 Мисал 2. Тутаг ки, v мцстяви цзяриндя вектор мейданы-дыр. Полйар координатлары сечяк. 
Онда рабитя формаларынын (3.6) ифадясини нязяря алараг, (3.8) дцстурундан dv  мейданынын 
коор-динатлары цчцн йаза билярик: 

             ,211 drvdvv     .1 2122 drvdv
r

dvv    

 (3.13) бярабярлийинин  саь тяряфиндя p

q

ii
jjdt




1

1
  вя  i

j  хятти формаларыны тябии кореперля 

ифадя едяк: 
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олдуьуну аларыг, бурада  
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             (3.14) 

тензор мейданынын  t   тюрямясинин координатларыдыр. 
(3.14) операторуна ковариант тюрямя оператору дейилир. t  тюрямясини верилмиш w  вектор 
мейданы иля бцкмякля координат-лары  
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p

q

ii
jjk

kii
jjw twt
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1

1

1
  

олан истигамят цзря тюрямяни аларыг. 
Диференсиалланан  M  чохобразлысы, бу чохобрахлы цзяриндя щамар метрик тензор мейданы, йяни  
 2,0  типли  симметрик вя гейри-мяхсуси g  тензор  мейданы верилдикдя  псевдо-Риман фязасы 

адланыр вя   gM ,  кими ишаря олунур. Бу фязанын щяр бир нюгтясинин  MTx  тохунан фязасы 

псевдо-Евклид фязасыдыр. Нязяр-дя  тутулур ки,  

                                    ji
ij duduxgds 2                                    (5.1) 

диференсиал квадратик формасынын сигнатурасы  бахылан областда сабитдир, бурада  
    ggxg jiij  ,  тензорунун тябии реперя нязярян компонентляридир.  Яэяр (5.1)  формасы 

мцсбят-мцяййян оларса, дейяъяйик ки,   gM ,  Риман чохобразлысыдыр. Бу щалда MTx  Евклид 

фязасы олур.  
  gM ,   чохобразлысы цзяриндя  ашаьыдакы  ики шярти юдяйян йеэаня    рабитяси вардыр: 

 1)  бу рабитянин буруглуьу сыфра бярабярдир: ;0S  

 2)  бу рабитядя метрик тензор ковариант сабитдир:  v  век-тор мейданы цчцн  
.0 gv  

Йухарыдакы гайда иля тяйин олунан     рабитясиня Риман рабитяси дейилир. Риман рабитясинин 
компонентляри  тябии реперя нязярян 

                           ijsisjjsi
ksk

ij gggg 
2

1
                    (5.2) 



дцстуру иля ифадя олунурлар, йяни Кристоффел символларыдыр (бах  § 3, (3.5)  дцстуру). 
 Метрик тензорун варлыьы псевдо-Евклид фязасында олдуьу кими, вектор вя ковектор 
мейданлары арасында  бийектив уйьунлуг йаратмаьа имкан верир. Бу уйьунлуг  координатларла 
индексин ендирилмяси  вя галдырылмасы шяклиндя ифадя олунур: 

                                ., j
ijij

iji vgvvgv                                 (5.3) 

Мящз бу сябябдян вектор мейданынын ротасийасындан вя ковектор мейданынын  
диверэенсийасындан  данышмаг  олар: 
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,2 ][
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k
ijkij

vgvdiv

vgvrot




                            (5.4) 

Индекслярин ендирилмяси вя галдырылмасы ямялляри истянилян типли тензор мейданларына тятбиг олуна 
биляр. 
 Метрик тензорун ковариант сабитлийиня ясасян, векторларын скалйар щасили паралел кючцрмя 
заманы сахланылыр. Башга сюзля, паралел кючцрмя заманы тохунан фязаларын   

MTMT txx )(:   

хятти изоморфизми изометрийадыр. 
  gM ,   фязасында эеодезик хятляр изотроп вя гейри-изотроп ола биляр. Щяр ики щалда 
эеодезик хяттин тянлийини  

                          0
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ds

du

ds
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ud ji
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                           (5.5) 

шяклиндя йазмаг олар, бурада s каноник параметрдир. 
 Бир сыра щалларда чохобразлы цзяриндя   i  тябии репериня дейил, щяр бир нюгтядя хятти 

асылы олмайан  n  сайда  )(xei  вектор мейданларындан тяшкил олунмуш даща цмуми  нюв 

реперя бахыл-масы  зяруряти йараныр. Беля реперляря гейри-щолоном реперляр дейилир. 

                                         k
k
ijji exRee )(,                                    (5.6) 

гябул едяряк, гейри-щолоном  реперин структур тянлийини аларыг. k
ijR гейри-щолономлуг обйекти 

адланыр. Гейд едяк ки, гейри-щолономлуг обйекти тензор дейилдир.  Гошма    i
jj

ii eexe )(:)(   

корепери 

                                     jik
ij

k eeRde 
2

1
                                 (5.7) 

структур тянликлярини юдяйир. 

                                          k
k
ijje ee

i
                                       (5.8) 

гябул етмякля, гейри-щолоном репердя рабитя ямсалларыны аларыг. Бу щалда  ковариант тюрямя  

                                  jk
ij

k
i

k
i vvev  )(                                 (5.9) 

шяклиндя йазылыр вя буруглуг тензору 

                                       k
ij

k
ij

k
ij RS  ][2                                  (5.10) 

ифадясиня малик олур. 
  gM ,  псевдо-Риман фязасы щалында буруглуг сыфра бяра-бярдир, лакин бу щеч дя  

k
ij

k
ij R

2

1
][   рабитя ямсалларынын симмет-риклийини  эюстярмир. Метрик тензорун ковариант 

тюрямясинин сабит-лийиндян алыныр ки,  
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бурада     ., s
ijkskij

s
ijkskij RgRg   

(5.11)  дцстуру (5.2) дцстурунун цмумиляшмясидир.  gM ,  фяза-сында даща чох 
ортонормаллашмыш гейри-щолоном реперлярдян истифадя олунур:  
    .1,,,0,  iiji eegjieeg  Бу щалда метрика 

     22212 np eeeds    
шяклиня эятирилир вя (5.11) дцстуруна ясасян  рабитя ямсаллары цчцн 

                                 ijkjkikijkij RRR 
2

1
                        (5.12) 

ифадяси доьру олур. 
 

Mühazirә 13 

Metrika ilә әlaqәlәndirilmiş afin rabitә 
 

Qeyd olunduğu kimi, nX  diferensiallanan çoxobrazlısı üzәrindә 

Riman metrikası  2,0  tipli simmetrik, cırlaşmayan (qeyri-mәxsusi) 

kovarinat ijg  tenzor meydanının verilmәsi ilә tәyin edilir. Fәrz edәk ki, nX  

diferensiallanan çoxobrazlısı üzәrindә ijg  Riman metrikası vә simmetrik 

 ikj  afin rabitәsi ( i
jk

i
kj    vә ya 0S i

kj  ) verilmişdir. 

 Əgәr ijg  metrikası vә  ikj  simmetrik afin rabitәsi üçün 0gijk   

şərti ödәnilәrsә, onda   afin rabitәsinә ijg  metrikası ilә әlaqәlәndirilmiş 

afin rabitә (vә ya Levi-Çivita rabitәsi) deyilir. Levi-Çivita rabitәsinә Riman 

rabitәsi dә deyirlәr. Levi-Çivita rabitәsinin  varlığı vә yeganәliyinә dair 

aşağıdakı teorem doğrudur. 

 Teorem1.1. Tutaq ki, nij Xg   çoxobrazlısı üzәrindә Riman 

metrikasıdır. Onda ijg  metrikası ilә әlaqәlәndırılmış yeganә simmetrik afin 

rabitә vardır vә bu rabitәnin әmsalları 
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jii
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(1) 

düsturları ilә hesablanır. 



 İsbatı. Fәrz edәk ki, Riman rabitәsinin varlığı isbat olunmuşdur. Bu 

rabitәnin yeganәliyini әsaslandıraq. Tәrifә görә  

                                                          0gijk  . 

  afin rabitәsi i
kj  rabitә әmsalları ilә verildiyindәn göstәrmәk kifayәtdir 

ki, i
kj  әmsalları (1) sistemindәn ijg  komponentlәrinin vә x

gij




 xüsusi 

törәmәlәrinin funksiyaları kimi birqiymәtli tәyin olunur. (1) sistemini açıq 

şəkildә yazaq: 
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x

g
jkjjki
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vә ya  
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ij gg
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.                   

(2) 

(2) bәrabәrliyinin hәr iki tәrәfindә  ardıcıl olaraq iki dәfә ji,  vә k  

indekslәrinin yerini saat әqrәbi istiqamәtindә dәyişək: 

                                              



  jikkiji

jk gg
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,                   

(3) 
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(4) 

(3) vә (4) bәrabәrliklәrini tәrәf- tәrәfә toplayaraq, alınmış bәrabәrlikdәn 

(2) bәrabәrliyini tәrәf-tәrәfә çıxaq vә bu zaman   afin rabitәsinin 

simmetrikliyini nәzәrә alaq: 
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(5) 

Qeyd edәk ki, ijg  metrik tenzor meydanı üçün ijg  qeyri-mәxsusi matris 

olduğundan bu matrisin 
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gg k
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(6) 

münasibәti ilә qurulan kg  tәrs matrisi nX  çoxobrazlısı üzәrindә  0,2  tipli 

tenzor meydanı tәyin edir. (5) bәrabәrliyinin hәr iki tәrәfini keg  

komponentlәrinә vuraq vә bu zaman (6) münasibәtini nәzәrә alaq: 
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 Belәliklә, biz göstәrdik ki, әgәr Levi-Çivita rabitәsi vardırsa, onda bu 

rabitә yeganәdir. Levi-Çivita rabitәsinin varlığının isbatı üçün i
kj  

әmsallarını yuxarıda qeyd olunan düsturlarla tәyin etmәk kifayәtdir. 

Aydındır ki, bu halda eyni hesablamaları tәrs nizamda aparmaqla 0gijk   

nәticәsinә gәlmәk olar. Bu isә teoremin isbatı demәkdir. 

  

 
 

Mühazirә 14 

Paralel köçürmә  

 

 Tutaq ki, M hamar çoxobrazlıdır, MMI :  üzәrindә hamar 

әyridir.  

   әyrisi boyunca vektor meydanı dedikdә hәr bir It   nöqtәsinә 

MTtX t )()(   toxunan vektorunu qarşı qoyan )(: tXtX   inikası başa 

düşülür. 



 Tutaq ki, M  çoxobrazlısı üzәrindә   afin rabitәsi verilmişdir vә 

 k
ij rabitә funksiyalarıdır. Əgәr )()( ttX   әyrisi boyunca hamar vektor 

meydanıdırsa, onda )()()( tXtX TtT 
  kovariant törәmәsini tәyin etmәk 

mümkündür.  

   afin rabitәsinә malik hamar M  çoxobrazlısı üzәrindә   hamar 

әyrisi boyunca verilmiş )(tX  vektor meydanı 0)(  tXT
 bәrabәrliyi 

ödәnildikdә   әyrisi boyunca paralel vektor meydanı adlanır.  

   әyrisinin obrazı ),( U  lokal xәritәsinin oblastında yerlәşdikdә, 

)(

)(
)(

ti

i

dt

tdu
tT

   olur. Əgәr 
)(

)()(
ti

i tftX


 -  әyrisi boyunca verilmiş vektor 

meydanıdırsa, onda )(tX  vektor meydanı yalnız vә yalnız  

0))(()(
)()(

 ttf
dt

tdu

dt

tdf k
ij

j
ik

                                        (1) 

münasibәti ödәnildikdә   әyrisi boyunca paralel olur. Qeyd edәk ki, (1) 

sistemi )(tf k  funksiyalarına nәzәrәn adi xәtti diferensial tәnliklәr 

sistemidir. 

   әyrisi boyunca 0t  nöqtәsindәn 1t  nöqtәsinә paralel köçürmә 

dedikdә  

)(:: 10)()( 10

0

1
tXXMTMT tt

t
t    

Inikası başa düşülür, burada )(tX  әyrisi boyunca elә paralel vektor 

meydanıdır ki, .)( 00 XtX   

 Tutaq ki,   afin rabitәsinә malik M  hamar çoxobrazlısı üzәrindә   

әyrisi verilmişdir. Əgәr )(tT  toxunan vektor meydanı   әyrisi boyunca 

paraleldirsә, yәni 0)(  tTT 
 şərti ödәnilirsә, onda   geodezik әyri adlanır.  



 Teorem. İxtiyari MP 0  nöqtәsi vә ixtiyari toxunan MTX P00   vektoru 

üçün 0  әdәdi vә elә yeganә   M  ;:  geodezik xәtti vardır ki, 

.)0(,)0( 00 XTP    

 
Mühazirә 15 

Afin rabitәnin әyrilik tenzoru 
  afin rabitәsinin buruqluq tenzoru dedikdә aşağıdakı münasibәtlә 

tәyin olunan (1,2) tipli tenzor başa düşülür: 

                                      MXV,U,U,VVUUV,S UV   

burada,  U,V  - V  vә U  vektor meydanlarının kommutatoru vә ya iL  

mötәrizәsidir. Kommutator dedikdә aşağıdakı münasibәtlә tәyin olunan 

meydanı başa düşülür: 

                                              fUfUfU,V VV  , 

burada  MFf  ,   fUfU i
i .   U,V  kommutatorunun koordinantlarını 

hesablayaq. Bundan ötrü i
iV V  vә j

jUU   olduğunu nәzәrә alaq: 

                                  






















i

i
j

j

x

f
VU

x

f
UVfVUfUVfU,V  

               





























































i

i
j

j
j

j
i

i
i

i
j

j
j

ji

x

f
V

x
U

x

f
U

xx

f
V

x
U

x

f
U VV  

                












































ij

i
j

i

i
i

i
i

j
j

j
ji

x

f

x
U

x

U

x

f
V

x
U

x

f
U

V
VV  

                  
i

i
m

mi
m

m

x

f
UU




 VV . 

 Buradan aydın olur ki,  U,V  vektor meydanı  

                                               i
m

mi
m

mi UUU,V VV                                            

komponentlәrinә malikdir. 

 Buruqluq tenzorunun koordinantlarını   rabitәsinin әmsalları ilә 

ifadә etmәk mümkündür. Doğurdan da, әgәr V  vә U  vektor meydanlarını 

i  vә j  koordinant vektor meydanları ilә әvәz etsәk, yaza bilәrik: 
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 Bu bәrabәrlikdәn müəyyәn edirik: 

                                                  k
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ijS   .                                                          

   afin rabitәsinin әyrilik tenzoru dedikdә aşağıdakı münasibәtә 

tәyin olunan (1,3) tipli tenzor meydanı başa düşülür: 

                              WWWWV,U,R U,VVUU  V ,    MXW,U, V . 

 Əyrilik tenzorunun komponentlәrini tәyin etmәk üçün W,U,V  vektor 

meydanlarını uyğun olaraq, kji ,,   koordinant vektor meydanları ilә әvәz 

edәk: 
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 Bu münasibәtdәn aydın olur ki, әyrilik tenzoru aşağıdakı 

komponentlәrә malikdir ([12, sәh 188]): 
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